Эстетическая геометрия или теория симметрий.
«…Красота не прихоть полубога, а хищный глазомер простого программиста?» ( С благодарностью О. Мандельштаму)
Предисловие.
Мне довелось обнаружить ряд фактов и наткнуться на новые методы, лежащие на границе разных дисциплин, и я считаю своей приятной обязанностью делиться обнаруженным. 
Эстетическая геометрия неразрывно связана с геометрией окружности. Почему окружность? Потому что нет другой фигуры, создающей столь простую и столь интересную симметрию. Первая часть книги рассказывает о традиционном подходе к симметрии относительно окружности (инверсии). Вторая часть вводит новые методы и определения этой симметрии и с их помощью изучает основные фигуры геометрии окружности: касающиеся или перпендикулярные окружности, три взаимопересекающимся окружности, биссектрисы между окружностями, четыре взаимокасающиеся окружности Вы узнаете много нового и неожиданного про них. А все доказательства будут основаны на симметрии.
Третья последняя часть книги посвящена изучению композиции симметрий относительно окружностей и элементам теории групп. Не требуется никакое предварительное знакомство с этой теорией. В ней рассказывается о возведении «Гармонической мельницы» - алгоритме, позволяющем создавать художественные объекты и проясняющем законы форм, основах фрактальной геометрии и доказываются некоторые теоремы, сформулированные ранее.
Читатель, хорошо знакомый с преобразованием инверсии может начинать чтение с пункта 9 или даже 14  (заглянув все же в 11). Желающий же побыстрее узнать «как это устроено» и не отвлекаться на всякие теории, может начинать с конца: 31 и далее те пункты, где описываются приемы построения ожерелий, цветов, орнаментов, спиралей и других художественных объектов. 
От читателя не требуется никаких специальных математических знаний, выходящих за рамки полузабытой школьной программы. Непонятные места можно просто пропускать. Они могут прояснится сами собой в последующем.
Эта книга по эстетической геометрии неразрывно связана с интернет-учебником, где есть все необходимые иллюстрации. Перед чтением текста, лучше просмотреть нужный сайт и скачать учебные флеш-программы. Впрочем, можно поступить и наоборот: начать с текста, порисовать самостоятельно и лишь потом изучать иллюстрации. В тексте к иллюстрациям на сайте обычно отслыает знак процента «%».
Темы, излагаемые мной связаны с многими книгами и авторами, в том числе: "Ожерелье Индры. Видение Феликса Клейна" Мамфорда Д. и др., работы Пуанкаре о связи геометрии Лобачевского и инверсий, Бахман о роли симметрий для основания геометрии, Мандельброт о фракталах. Я предлагаю метод, объединяющий эти разнородные исследования.  
Книга возникла после предложения В.А. Рыжика, инициатора занятий по эстетической геометрии в физико-технической школе при Академии наук.
Буду признателен за Высказанные мнения, уточнения. В предлагаемой теории есть много тем, открытых для исследования с самых разных точек зрения.

Револьт Пименов, С-Петербург, лето 2012 года, revoltp@mail.ru
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Дань прекрасной традиции.
1.
Когда говорят про связь эстетики с геометрией и даже с математикой вообще, обычно начинают с золотого сечения. Так принято с античных времен, не нарушу традицию и я, хотя книга и посвящена совсем другим темам.

Золотым сечением называют такое деление отрезка на две части, когда большая часть относится к меньшей, как весь отрезок – к большей своей части. Представим себе отрезок узкой полоской бумаги, где на отметке золотого сечения проведена черта. Согнем полоску по этой черте так, чтобы меньшая часть оказалась поверх большей. Мы получим новую полоску, разделенную в том же самом отношений (если до сгиба меньшая часть была справа, то теперь она слева). Эту полоску можно снова согнуть тем же самым способом, полученная небольшая полоска разделена в том же самом отношении золотого сечения. И так далее, процесс продолжается до бесконечности.

Именно это свойство золотого сечения – при естественных операциях пропорция повторяется снова и снова лежит в основе известного свойства пятиконечной звезды. Внутри пятиконечной звезды образуется пятиугольник, в этот пятиугольник вписывается пятиконечная звезда (она перевернута относительно первой). Внутри этой, меньшей и перевернутой звезды можно найти еще меньшую звезду. Эта звезда направлена так же как и первая. И так далее, у этой операции нет конца: все меньшие и меньшие звезды будут возникать, переворачиваясь. Надо ли говорить – все пропорции пятиконечной звезды основаны на золотом сечении. Однажды я был сильно удивлен, увидев в провинциальном городе на заборе не то, что обычно видишь на заборе, а пятиконечную звезду, внутри нее еще одну пятиконечную звезду далее был знак равенства и символ бесконечности: повернутая восьмерка велосипедной цепи.

Обдумывая сгибаемую полоску бумаги легко доказать, что существуют «иррациональные числа». Обычно это делают, доказывая иррациональность корня квадратного из двух, но в данном случае доказательство будет еще проще и наглядней: если полоска бумаги разделена на части соизмеримой длины, то сгибая ее описанным образом мы в конце-концов придем к тому, что одна из частей окажется нулевой. Например, если полоска разделена пополам, так случится уже после первого сгиба, а если в отношении два к одному – после второго. А полоска, разделенная в отношении золотого сечения при сгибе повторяет свою пропорцию, поэтому сколько ее не сгибай – нулевых частей не появится. Значит, полоска разделена в несоизмеримом, т.е иррациональном отношении.
Где есть пятиугольник, там появится и десятиугольник. Десятиугольник можно представлять как соединение двух пятиугольников, перевернутых относительно друг друга. Найдем теперь в десятиугольнике золотое сечение. На самом деле оттуда оно и происходит: опишем вокруг правильного десятиугольника круг. Отношение стороны десятиугольника к радиусу этого круга – в точности золотое сечение. Для простоты будем считать, что радиус равен единице. Проведем из центра этого круга отрезки к двум соседним вершинам десятиугольника. Вместе со стороной десятиугольника они образуют треугольник. Этот треугольник будет равнобедренным, с углом при вершине 36 градусов, а длина основания – золотое сечение. Свойства такого равнобедренного треугольника очень интересны, но я не буду в них вдаваться. Я лишь укажу малоизвестную связь: золотое сечение, правильный десятиугольник, угол в 36 градусов. Если разглядывать римскую цифру X то видно, что угол между ее линиями не так далек от 36 градусов. конечно, это зависит от почерка или гарнитуры шрифта. Тоже заметим и про угол в прописной букве А, которая, вместе с черточкой образует треугольник, весьма похожий на описанный ранее равнобедренный треугольник с золотым сечением. Стоит  обращать внимание на углы в 36 градусов в природе, живописи, архитектуре и дизайне!
Золотое сечение определяется как мера длин, его можно определить на линии. Мы видели, что с ним связаны плоские фигуры: пятиугольник, десятиугольник, равнобедренный треугольник. Но золотое сечение шлет нам намек на третье измерение, на пространство. В плоскости ему тесно! В самом деле: как нам построить золотое сечение? Есть несложные способы сделать это циркулем и линейкой. Но проще и элегантней поступить так: взять узкую, скажем пол-сантиметра шириной и не очень короткую полоску бумаги и аккуратно завязать простейший узел, так, чтобы полоска не помялась, а лишь сгибалась естественным образом. Чуть-чуть затяните получившийся узел: на линиях сгиба образуется правильный пятиугольник и длины появившихся отрезков относятся друг к другу в пропорции золотого сечения! Не связано ли именно это с тем, что в природе и в пропорциях человеческого тела, например, длин фаланг наших пальцев находят золотое сечение? Ведь природа – пользуется узлами.
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Но как бы не была прекрасна, удивительна и плодотворна пропорция золотого сечения – это все же лишь единичный факт, его мало, чтобы говорить о всеобъемлющих правилах эстетики. С античных же времен с законами эстетики тесно связывались законы симметрии. То, что симметрично, то привлекает наш глаз. Знали в античности и другое: если все строго симметрично, то это не очень привлекает наш глаз. Приедается и даже отталкивает. Что может быть скучней цветка с несколькими строго одинаковыми круглыми лепестками? Ни в природе, ни у хороших художников такого не бывает. 
Итак эстетически привлекающим, интересным нам кажется не просто симметричное, но «симметричное с отклонением». Даже симметрия нашего тела такова: правая сторона не в точности копирует левую. А о какой симметрии идет речь? Мы знаем симметрии относительно точек и прямых: осевые и центральные симметрии. В пространстве появляется симметрия относительно плоскости. Кант осмыслял ее на примере правого и левого ботинка или правой и левой перчатки. Как ни двигай их в пространстве – они не совпадут, хотя совершенно одинаковы. Правда, если вывернуть левую перчатку наизнанку – ее уже можно совместить с правой перчаткой, они станут неотличимы (разумеется, если внутри левая перчатка окрашена в тот же цвет, что и снаружи).

Симметрия относительно прямых и точек позволяет строить орнаменты. Они интересны – особенно в их создании преуспели исламские архитекторы средних веков. Но их не так-то много и у них есть недостаток: они утомляют, орнаменты, основанные на точных симметриях предсказуемы и потому не так радуют глаз. Скорее подавляют или смиряют, чем радуют или восхищают. Итак, мы ищем то, что «симметрично, но с отклонением». На первый взгляд – задача не разрешима. Потому что не может же быть закона, позволяющего описать отклонения от закона. Отклонение от закона, от симметрии – это прихоть, произвол, вдохновение.

Есть другая симметрия, которая решает проблему. Если сравнить ее действие с симметрией относительно прямой, то, во многих случаях – они покажется нам именно «симметрией с отклонением». То, что раньше было прямым, станет немного кривым, те расстояния, которые были равны, теперь немного различаются. Все части образа чуть-чуть изменятся, но эти изменения покажутся гармоничными и согласованными. Это – симметрия относительно окружности. Именно систематическому изучению симметрии относительно окружности и посвящена эта книга.
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Есть красота двух видов. Первая знакома всем: это красота зримых образов. Ее воспевали поэты, изображали художники. Но есть и другая красота, внутренняя красота: красота поступков и красота мыслей. Есть красота математических идей и теорем: математика красива, но эта красота доступна не всем. Она подобна красоте стихотворения на редком языке: чтобы им насладиться, надо выучить язык. Математический язык, пожалуй, проще обычных языков, но мало его понимать – надо уметь следовать мыслью за рассуждением, нужно сотворческое внимание. 
Эта книга названа «Эстетическая геометрия» именно потому, что изучение симметрий относительно окружности совмещает в себе оба вида красоты. Многие теоремы очень изящно и неожиданно доказываются, оказываются введением прямо в суть современной математики. Но не только внутренняя красота присуща этим теоремам – чертежи к ним часто привлекательны и могут раскрыть секреты композиции, которые настойчиво искали и находили Кандинский, Сальвадор Дали, Эшер и многие другие мастера. Правила этой геометрии позволяют строить разнообразнейшие орнаменты, фракталы, неожиданные барочные или абстрактные композиции, создавать зооморфные образы. Вероятно, биология пользуется законами симметрии относительно окружности. В физике эти законы позволяют моделировать линии силовых полей электромагнитного поля и траектории движения пары тел под действием силы тяготения. А для эстетики важно, что эти законы позволяют создать динамическую среду, где каждый шаг подчиняется гармонии. Часто это порождает завораживающие картины, что демонстрируется в программе DodecaLook.
В геометрии симметрия между окружностями называется инверсией. Она открыта Магнусом в 1831 году, ее изучали Мебиус – изобретатель полоски, у которой всего одна сторона, Софус Ли, Клейн – обобщивший одностороннюю полоску до односторонней бутылки и Пуанкаре. На Клейна геометрия окружности произвела столь большое впечатление, что он обдумывал вопрос: а не построить ли преподавание геометрии опираясь на инверсию и геометрию окружности?
Я думаю, что сегодня этот вопрос звучит еще актуальней. Во-первых с компьютером легко делать чертежи этой геометрии. Во времена Клейна нарисовать окружность можно было только с помощью циркуля, провести окружность через три точки было совсем не так просто, как провести прямую через две точки с помощью линейки. Сегодня компьютер все это делает с легкостью. Во-вторых красота образов геометрии окружности мотивирует школьников ее изучать, «играя» с ними. В-третьих теоремы о геометрии окружности, хотя и несложно доказываются, но используют методы, характерные для высшей математики, по преимуществу теории групп, естественно демонстрируют понятия предела, бесконечно большого и бесконечно малого, разные топологические соотношения и фракталы.
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Симметрию относительно прямой объяснить и показать просто: достаточно нанести на бумагу чернильной ручкой точку и быстро перегнуть листок. Тогда точка окрасит еще одну точку, симметричную ей, к которой будет пригнута, а прямая сгиба – будет прямой относительно которой осуществлена симметрия. Можно вначале согнуть бумагу, затем проткнуть ее иголкой и разогнуть лист. Мы увидим пару дырочек, симметричных относительно прямой сгиба. Если же мы хотим построить точку, симметричную данной не сгибая бумагу, то нам понадобится угольник и линейка.
Симметрию относительно окружности не удастся осуществить так просто. Если мы будем сгибать бумагу так, чтобы линия сгиба была окружностью – бумага очень сильно помнется, а цели мы не достигнем. Постараемся придти к этой симметрии интуитивно, на глазок: нарисуем окружность и попробуем как-то естественно определить симметрию. Разумно считать, что эта симметрия ставит внутренности окружности (ограниченному ею кругу) в соответствие ее внешность (безграничную область «по ту сторону окружности»), а точки самой окружности остаются неподвижными. Каждой точке внешности, каждому рисунку внутри окружности соответствует какая-то точка, какой-то рисунок вне окружности. Раз сама окружность остается неподвижной, то естественно, что точкам, близким к окружности симметричны точки, также близкие к окружности, но – с другой стороны. Будем отодвигать точку от окружности к ее центру, прямолинейно, по радиусу. Симметричная точка тоже будет все дальше отодвигаться от окружности, причем она будет двигаться по прямой, продолжающей радиус окружности. Двигаться она будет значительно быстрее, и чем ближе наша точка подходит к центру окружности – тем быстрее двигается симметричная ей точка. Вблизи центра окружности уже трудно уследить: мы сдвинем точку на миллиметр ближе к центру, а симметричная ей точка удалилась на метр, километр, на 10000 км. Если мы поставим точку в центр окружности, симметричная ей точка пропадет. Ее не найти не только на листе бумаге – ее нет во всей Галактике!

Продолжаем движение нашей точки по прямой. Она прошла по прямой от окружности до центра и теперь по той же прямой (диаметру) движется в том же направлении. Она снова приближается к окружности. И симметричная ей точка снова появляется, но… с другой стороны прямой. Она приближается к нашей точке, чем ближе наша точка к окружности, тем ближе к ней симметричная к ней, пока они не сольются в одну, встретившись на самой окружности.

Численно это выражается так: если расстояние от центра окружности до точки умножить на расстояние от центра окружности до симметричной ей точки то всегда получится  квадрат радиуса окружности. При этом точка и симметричная ей расположены по одну сторону от центра окружности. Вдумаемся в эту формулу. Если наша точка совпадает с центром окружности, то расстояние от нее до центра – ноль. Ноль умножить на любой число есть снова ноль, а мы хотим, чтобы у нас получился квадрат радиуса. Для этого второй сомножитель должен быть бесконечным. Вот почему симметричную точку не удалось отыскать во всей Галактике: Галактика очень большая, но все же – не бесконечно большая.
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Мы говорили про симметрию, заданную окружностью. Поговорим теперь про сами окружности. Что это такое? Где они встречаются? Обычно окружность определяют как «геометрическое место точек, равноудаленных от данной». Странно, но в эстетической геометрии мы стараемся от этого определения избавиться. Это удается – мы понимаем окружность как то, относительно чего есть симметрия. 
В геометрии прямых мы не спрашиваем, что такое прямая, а пользуемся нашим умением проводить прямые через пару точек, умением откладывать прямой угол, измерять расстояния. В геометрии окружности мы попадаем в мир, где поломались линейки, но каким-то чудесным образом мы умеем проводить окружности по трем точкам (ведь через любые три точки можно провести одну и только одну окружность). Также мы умеем осуществлять симметрию относительно окружности, то есть по точке или окружности, или любой фигуре – построить точку, окружность или фигуру симметричную ей. Мы узнаем, что это умение избыточно: достаточно уметь проводить окружность по трем точкам. Но, хоть оно и избыточно – оно чрезвычайно полезно. 

Такой мир, с поломанными линейками – оказывается куда разнообразней привычного нам прямолинейного мира. Потому что на самом деле прямые и точки – частные, предельные случаи окружности. Математики порой называют такие случаи «вырожденными». В самом деле, возьмем окружность и будем уменьшать и уменьшать ее радиус. Окружность становится все меньше, пока не превратится в точку. Теперь будем, наоборот, раздувать нашу окружность, делая ее радиус все больше и больше – окружность будет все более напоминать прямую, пока при очень большом радиусе – станет неотличима от нее, а при бесконечно большом радиусе – просто превратится в прямую. Это становится еще яснее, если положить окружность (колесо) на прямую. Начнем теперь увеличивать радиус колеса, так, чтобы оно все время касалось прямой. Чем больше будет колесо, тем трудней отличить его от этой прямой. В конце-концов мы увидим, что оно просто слилось с прямой (увидим, разумеется, только если мы сами не растем вместе с колесом). Мы можем мыслить иначе: не колесо увеличивается, а уменьшаемся мы сами. Тогда окружность, касающаяся прямой, покажется нам неотличимой от этой прямой. Итак, прямые – частный случай окружностей (бесконечного радиуса), а сами окружности – фигура промежуточная между точкой и прямой.
На самом-то деле у нас нет «настоящих прямых»! Это они – плод нашего ума и рук, а окружности и сферы – свойственны природе. Ведь все наши прямые мы проводим по Земле, имеющей, как известно, шаровидную форму. Поэтому наши привычные прямые,  которые мы рисуем, и по которым мы движемся – кусочки окружностей очень большого радиуса (радиуса Земли). Неограниченность прямой – тоже очевидно не дана нам в опыте, кто знает, можно ли прямую «продолжать неограниченно», по крайней мере, если продолжать  прямую на школьной доске, то она дойдя до стенки начнет изгибаться. 

Но линия движения света: она-то прямая? Современная физика отвергает и такие прямые: на фотон действуют гравитационные поля и его траектория отклоняется от прямолинейной. Более того, физика допускает и сегодня даже склоняется к мысли, что вселенная ограничена. Тогда в ней, конечно, не может быть ни одной «настоящей» прямой. Зато сферы в природе существуют. Форму шара принимает жидкость в невесомости, потому что сфера из всех фигур заданного объема имеет наименьшую площадь поверхности, или, обратно: из всех фигур с заданной площадью поверхности у нее наибольший объем. Аналогично ведет себя окружность: если мы хотим веревкой фиксированной длины ограничить максимально возможную площадь, то веревку нужно сложить по окружности.

В нашей технике и архитектуре определенно преобладают прямые. Сферические кирпичи было бы куда труднее делать, чем обычные, параллелепипедальные. И еще трудней было бы их использовать. Существовали развитые цивилизации, так и не узнавшие колесо, но не было цивилизаций, не научившихся прямым линиям, хотя это, как мы увидели – не настоящие прямые, а лишь маленькие дуги очень больших окружностей. Наверное, впервые с окружностью столкнулись гончары, или пастухи, а может быть, как нарисовать окружность подсказала  привязанная собака.
С чем ассоциируется окружность: с полной Луной и Солнцем, с монетой, с хороводом, с куполом храма, с замковой башней. Дворцы правителей обычно имеют прямоугольные формы, а храмовые здания самых разных религий часто архитектурно связаны с окружностью, сферой. И, упреждая темы эстетической геометрии, замечу: фрактальные орнаменты, понятные с помощью симметрий относительно окружности, также встречаются в украшениях храмов. Позднее будут рассказаны принципы построения подобных орнаментов.
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Вернемся к симметрии относительно окружности. Мы увидели, что если данная точка двигается от окружности по диаметру, проходя через центр, то точка, симметричная ей (относительно этой окружности) сначала все быстрей удаляется от данной, исчезает, когда данная точка проходит через центр окружности, затем появляется с противоположной стороны и двигается навстречу данной точке, соединяясь с ней на окружности.  Произведение расстояний от центра окружности  до данной точки и до симметричной ей не меняется и равно квадрату радиуса данной окружности.
Но мы же занимаемся геометрией. Построим по данной точке А вне окружности симметричную ей точку не измеряя расстояний, без всяких арифметических операций, а с помощью чертежа. Посмотрим на прямые, проходящие через А: некоторые из них не имеют с окружностью общих точек, другие – пересекают окружность в двух точках, и две из них – касаются окружности. Проведем прямую, через те точки, в которых они касаются окружности. Эта прямая давно известна в геометрии и ее принято называть «полярой» точки А. Точку А принято называть – «полюсом» этой прямой. Есть много интересных связей между полюсом и полярой. Но мы сейчас не будем их рассматривать. Проведем прямую через А и центр окружности. Точка ее пересечения с полярой к А и будет симметрична А относительно окружности. 

Представим теперь, что точка А – удаляется от окружности. Тогда касательные к окружности, проведенные из А все более и более напоминают параллельные прямые (поскольку точка их пересечения далека от того места, где мы на них смотрим, от окружности). Точки касания этих прямых с окружностью становятся почти диаметрально противоположными, а поляра А почти проходит через центр окружности. Почти проходит, но никогда не пройдет! Вот если бы А в самом деле ушло бесконечно далеко, тогда касающиеся окружности прямые превратились бы в параллельные, точки их касания стали бы диаметрально противоположны, и прямая, соединяющая их прошла бы через центр окружности.

С точкой А связано интересное отображение, или соответствие точек на окружности. Как уже было сказано, часть прямых проходящих через А пересекает окружность в двух точках. Определим отображение так: одна точка пересечения отображается в другую точку пересечения (соответствует ей). Если взять на окружности произвольную точку Х, как найти соответствующую ей точку Y? Нужно провести прямую через А и Х, ее вторая точка пересечения с окружностью и будет искомой точкой Y. Мы будем называть такие отображения окружности, заданными точкой А – «А-отображениями». Точку, соответствующую Х при А отображении мы будем обозначать А(Х). Из построения понятно, что всегда А(А(Х))=Х. Отображения, ничего не меняющие при двукратном применении называют инволютивными. Они как кнопочный выключатель: если дважды на него нажать – ничего не изменится. 

Заметим, что если А вне окружности, то есть точки, «соответствующие сами себе» они же «неподвижные точки А-отображения». Это точки, в которых окружность касается прямых, проходящих через А. Если же А лежит внутри окружности, то каждая прямая, проходящая через А пересекает окружность в двух точках, и неподвижных точек нет. Последний случай: А лежит на самой окружности: в этом случае всякой точке окружности соответствует одна и та же точка А. Мы можем сказать, что вся окружность отображается в точку А.
Вернемся к главной теме. Экскурс про А-отображения пригодится чуть позже. Мы рассмотрели чертеж, позволяющий построить по точке симметричную ей, но этот метод годится, лишь если точка лежит вне окружности. Если же точка лежит внутри, то невозможно провести через нее прямые, касающиеся окружности. Поэтому надо «обратить» наше построение, начать с его конца. Проведем через данную точку и центр окружности прямую. Проведем через данную точку прямую, перпендикулярную ей. Она пересечет окружность в двух точках, проведем через данные точки касательные к окружности – они пересекутся в точке, симметричной данной относительно окружности. На основании этого метода можно придумать разные шарнирные механизмы для инверсии. Итак, мы смогли определить симметрию относительно окружности не пользуясь числами. В дальнейшем будет показано, как определить симметрию относительно окружности не проводя прямые.
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На самом деле мы живем не на плоскости, а на сфере (говоря еще точнее, - на эллипсоиде). Окружности часто полезно мыслить расположенными на сфере. Так и поступим. Все точки окружности на сфере обязательно лежат на одной плоскости. Можно так и мыслить окружность на сфере – как линию пересечения плоскости и сферы. Будем рассматривать совокупность окружностей, проходящих через две фиксированные точки на сфере. Через две точки можно провести прямую, а совокупность окружностей. проходящих через них можно связать с совокупностью плоскостей, проходящих через эту прямую. Наши окружности – это линии пересечения плоскостей со сферой. Теперь начнем двигать эту прямую, постепенно вынося ее за сферу. Исходно прямая пересекает сферу в двух точках. Двигаясь, в какой-то момент она коснется сферы и плоскости, проходящие через нее, будут пересекать сферу по окружностям, касающимся друг друга. В какой точке они касаются друг друга? в точке касания нашей прямой со сферой. Будем еще дальше отодвигать прямую от сферы, теперь она уже не имеет со сферой общих точек. Плоскости, проходящие через нее могут не иметь со сферой общих точек, могут касаться сферы, и могут пересекаться со сферой. Пусть исходно плоскость не имеет со сферой общих точек. Будем вращать ее вокруг нашей прямой и следить за тем, что получается при пересечении сферы и плоскости. В какой-то момент у них появится общая точка, это – точка касания сферы и плоскости. Затем плоскость и сфера будут пересекаться по окружности, радиус которой в начале невелик, все возрастает по мере вращения плоскости, затем начинает уменьшаться и наконец окружность превращается в точку, в которой наша плоскость касается сферы во второй раз и затем – уже не имеет со сферой общих точек.
Итак, рассматривая пересечение со сферой плоскостей, проходящих через заданную прямую в пространстве, мы получаем три возможных семейства окружностей. Если прямая пересекает сферу – это просто совокупность окружностей, пересекающихся друг с другом в двух  точках. Если прямая касается сферы – это совокупность окружностей, касающихся друг друга в одной точке. А если прямая не имеет со сферой общих точек, получается совокупность окружностей, для которой у нас пока нет краткого описания. Мы даже не знаем, как ее назвать и на первый взгляд у этой совокупности окружностей мало общего с двумя предыдущими случаями: это семейство непересекающихся окружностей, начинающихся с точки, затем их радиус увеличивается, они изгибаются, начинают уменьшаться и стягиваются к другой точке. Точки, где начинается и куда стягивается семейство эти окружностей напоминают глаза.

В дальнейшем мы увидим, что свойства этой совокупности окружностей похожи на свойства окружностей, проходящих через две фиксированные точки, и свойства семейства окружностей касающихся друг друга в одной точке. В геометрии окружностей все эти три случая расположения окружностей называют «пучком окружностей».

Как устроена симметрия относительно окружности, если сами окружности мы мыслим расположенными на сфере? Оказывается, надо вспомнить описанные ранее А-отображения. Пусть точка А расположена вне сферы. Прямые, проходящие через А, как и в плоском случае, могут не иметь общих точек со сферой. Могут пересекать сферу в двух точках (и это позволяет нам определить А-отображение сферы, аналогично тому, как мы сделали это на плоскости), а могут касаться сферы. Рассмотрим совокупность прямых, проходящих через А и касающихся сферы. Она образует колпак, надетый на сферу, колпак с вершиной в точке А, или, говоря точнее – конус, с вершиной в А. Линия точек касания этого колпака со сферой образует окружность. Симметрию на сфере относительно этой окружности мы сейчас и определим: точки самой окружности будем считать неподвижными, а произвольной точке Х будет симметрична точка А(Х), то есть точка пересечения прямой, соединяющей Х и А, со сферой. Иначе говоря, если есть точка А в пространстве, она задает симметрию на сфере. Чтобы найти точку симметричную точке Х, надо провести прямую, соединяющую Х и А, точка пересечения этой прямой со сферой и есть искомая симметричная Х точка. Мы обозначаем эту точку А(Х). Если же прямая, соединяющая Х и А касается сферы, то А(Х)=Х т.е. Х в этом случае остается неподвижна. Линия неподвижных точек образует окружность, относительно которой и происходит симметрия. Так будет, если А лежит вне сферы. Эта симметрия выворачивает наизнанку окружность, на которой лежат ее неподвижные точки. Заметим, что не возникает никакого исключения для центра этой окружности – он просто перейдет в диаметрально противоположную точку. А когда мы рассматривали симметрию относительно окружности для плоскости – центр переходил в какую-то «бесконечно удаленную точку».
Если же А лежит внутри сферы, то мы точно также можем определить симметрию на сфере. Точке Х будет симметрична точка А(Х), то есть точка пересечения прямой. проходящей через А и Х со сферой. Но у этой симметрии нет неподвижных точек, потому что всякая прямая, проходящая через А будет пересекаться со сферой в двух точках. Если же А лежит на сфере, то вместо симметрии, мы получим отображение, ставящее в соответствие каждой точке на сфере одну и ту же точку А, вся сфера стягивается в одну точку. А-отображения позволяют удобно моделировать важные разделы геометрии: неевклидовы геометрии, проективную геометрию, но этого мы здесь касаться не будем.

Мы рассматриваем сейчас окружности на сфере. Как перейти от них к окружностям на плоскости? Подобная задача стоит перед картографами: как изобразить сферическую поверхность земли на плоской карте? При любом варианте неизбежны искажения. Часто используют стереографическую проекцию. Представим себе сферу, лежащую на плоскости. Поместим точку А (наш глаз) в высшую точку сферы, будем проецировать точки сферы на плоскость, то есть поставим в соответствие точке Х на сфере точку плоскости, в которой прямая, соединяющая А и Х пересекает плоскость. При этом каждой точке плоскости будет соответствовать точка сферы, каждой точке сферы – точка плоскости. За одним исключением: точке А, самой верхней точке сферы – не соответствует никакая точка на плоскости. 
Говорят, что точке А на плоскости соответствует та же точка, которая симметрична центру окружности – бесконечно удаленная точка плоскости. Окружностей на плоскости можно провести очень много. У каждой из них есть центр. Считают, что центр любой окружности при симметрии относительно нее переходит – какой бы ни была эта окружность – в одну и ту же «Бесконечно Удаленную Точку». Такую плоскость, которая получается добавлением к обычной плоскости бесконечно удаленной точки называют «конформной плоскостью».
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Понятие бесконечно удаленной точки несколько будоражит. Подойдем к нему  иначе. При симметрии относительно окружности естественно желать, чтобы важные свойства расположения точек сохранялись. Иначе – какая же это симметрия? Что такое центр окружности? Это точка, расстояние от которой до любой точки окружности одинаково. Иными словами – точки окружности неотличимы между собой, если смотреть на них из центра. При симметрии относительно окружности центру окружности должна соответствовать точка с такими же свойствами. Но ее просто нет! Если не представить себе точку, бесконечно удаленную от окружности: от нее до всех точек окружности одно и тоже расстояние: бесконечно большое. Причем от нее до всех точек плоскости бесконечно большое расстояние, поэтому в нее перейдет центр любой окружности (при симметрии относительно именно «своей» окружности, у которой он центр).

Порой пользуются следующим «трюком»: раз на плоскости есть бесконечно удаленная точка, мы можем считать, что сами находимся именно в ней. 
Новые методы симметрии
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 Мы обсудили симметрию относительно окружности, как она была известна уже Мебиусу, Клейну и Пуанкаре. Из более современных авторов можно указать Яглома и Коксетера. Отдав должное традиции, сделаем следующий шаг: будем изучать симметрию окружностей методами геометрии окружности, когда мы не можем отличить прямую от окружности. В мире поломанных линеек и неизвестных длин, но где окружности по трем точкам мы умеем проводить (хотя и не умеем находить центр проведенной окружности), и где окружность неразрывна от симметрии относительно нее. Именно в такой мир погружают нас макросы RevoltDDU к CorelDraw, поскольку в Coreldraw нет возможности провести прямую по двум точкам, а макросы позволяют провести по трем точкам окружность и осуществить симметрию относительно окружности.  Изредка мы будем возвращаться в мир прямолинейной евклидовой геометрии (и даже приходить в миры неевклидовых геометрий, к которым геометрия окружности открывает царский путь), но по мере раскрытия свойств геометрии окружности – геометрия прямых будет от нас все дальше, одним из частных случаев геометрии окружности. Мы найдем новые методы, позволяющие доказывать важные теоремы про окружности, и эти методы используются в самых разных разделах математики. В основе этих методов лежит симметрия.
Геометрия окружностей выгодно отличается от геометрии прямых уже тем, что про две окружности есть интересные и неожиданные теоремы, а про две прямые трудно сказать что-то захватывающее, разве что выяснять, пересекаются ли параллельные. Проведем две окружности, для наглядности расположим их так, чтобы одна была внутри другой. Что можно построить на этих двух окружностях? Кроме окружностей, касающихся их обеих – что-то и предложить трудно. Проведем такие окружности, причем не произвольно, а так чтобы новые окружности касались не только данных, но и друг друга. Мы получим цепочку окружностей, последовательно касающихся друг друга, обвивающую меньшую из данных окружностей и изнутри касающихся большей. Оказывается, - точки касания этих «окружностей-лепестков» между собой обязательно лежат на одной окружности. Более того, если две окружности касаются двух данных и друг друга, то точка их касания обязательно расположена на этой окружности. Мы изобрели способ по двум окружностям определить третью – окружность, на которой лежат эти точки касания (и для этого нам не пришлось измерять длины или углы, мы пользовались только свойством окружностей касаться друг друга). В геометрии прямых подобных способов по двум прямым «изобрести третью» - нет, даже чтобы определить биссектрису, нам нужно уметь измерять углы (или измерять длины). Назовем нашу окружность «серединной окружностью» (серединной между двумя исходными). Тот факт, что на ней обязательно лежат точки касания «окружностей-лепестков» называют «теоремой о серединной окружности».

Новопостроенная окружность обладает замечательным свойством: две данные окружности симметричны относительно нее. Мы долго только говорили о симметричных окружностях, теперь мы их построили! Серединная окружность аналогична биссектрисе между двумя прямыми. Прямые тоже симметричны относительно своей биссектрисы, поэтому я порой буду называть «серединную» окружность – биссектрисой между окружностями. Но есть и важное отличие: две прямые пересекаются, и биссектриса обязательно проходит через точку их пересечения. А две наши окружности не пересекаются. Тем не менее биссектриса между ними есть.  

Между двумя прямыми есть две биссектрисы, одна проходит по внутреннему углу между прямыми, вторая – по внешнему. А что происходит в мире окружностей? Присмотримся к двум данным окружностям, одна из которых лежит внутри другой. Как может лежать окружность, касающаяся их обеих? Наши «лепестки» касаются меньшей из данных окружностей извне, а большей из данных – изнутри. А обе исходные окружности касаются окружностей-лепестков извне. Но можно провести окружность, касающуюся двух данных иначе: она охватывает меньшую, как обруч, и касается большей. Окружность-«обруч» касается меньшую данную окружность извне, а большую данную – изнутри. Этим она похожа на окружность-лепесток, она отличается от лепестков тем, что исходные окружности касаются обруча по-разному: меньшая изнутри, а большая – извне. Можно выразить короче: обручи разделяют данные окружности, а лепестки нет. Итак, мы видим, что есть два семейства окружностей, касающихся одновременно двух данных: окружности одного семейства, лепестки – не разделяют данные окружности, а окружности другого семейства, обручи – разделяют. Заметим, что любые окружности-обручи обязательно пересекаются друг с другом. Провести окружность через точки их касания невозможно, из-за отсутствия самих точек касания. Тем не менее, не только окружности-лепестки позволяют установить симметрию между данными окружностями, окружности-обручи тоже позволяют это сделать, но эта симметрия не имеет неподвижных точек. Вспомните, что мы говорили о симметрии сферы при А-отображении, в том случае, если точка А лежит внутри сферы. Это – именно такой случай.
Мы рассмотрели случай, когда одна окружность лежала внутри другой. Если две окружности не имеют общих точек, то окружности, касающиеся их обеих, всегда распадаются на два семейства. Семейство обручей, когда одна окружность охватывает ровно одну из данных и семейство окружностей-лепестков. Правда, если окружности не вложены друг в друга, как мы условились в начале, то лепестки не очень напоминают лепестки. Окружности этого семейства могут охватывать или обе данные окружности, или не охватывают ни одну из них. Но, как и в первом случае – обручи разделяют данные окружности, а лепестки – нет, лепестки могут касаться друг друга (и точки их касания всегда лежат на серединной окружности), а обручи всегда пересекаются друг с другом.

Пусть теперь исходные окружности пересекаются. Мы легко найдем два семейства окружностей, касающихся их обеих. Но среди них нет ни лепестков, ни обручей. И здесь тоже верна теорема о серединной окружности, но теперь серединных окружностей оказывается две – каждое семейство окружностей, касающихся данных даст нам по одной. Серединная окружность образована теми точками, где окружности одного семейства касаются друг друга. Как и в прошлом случае – исходные окружности симметричны относительно биссектрисы. В этом случае аналогия между биссектрисой прямых и биссектрисой окружностей проявляется в полной мере: у прямых две биссектрисы, они проходят через точку пересечения прямых, прямые симметричны относительно своих биссектрис. У двух пересекающихся окружностей есть две биссектрисы (серединные окружности), обе проходят через пару точек пересечения исходных окружностей между  собой, исходные окружности симметричны относительно своих биссектрис.

А что будет, если исходные окружности сами касаются друг друга? В этом случае. окружности, касающиеся их обеих образуют всего одно семейство. Окружности этого семейства могут касаться друг друга и точки касания всегда лежат на одной окружности, относительно которой исходные окружности симметричны. Почему так? Куда исчезло второе семейство окружностей, которое есть, когда исходные окружности пересекаются или не имеют общих точек? Можно сказать, что исчезнувшее семейство исчезло внутри точки касания исходных окружностей. Заметим, что случай касающихся окружностей напоминает случай параллельных прямых. Между параллельными прямыми, правда, нет биссектрисы, т.к. они не образуют угол. Но есть ровно одна прямая, относительно которой параллельные прямые симметричны (она параллельна им и расположена между ними на одинаковом расстоянии). А если прямые пересекаются, то прямых, относительно которых они симметричны – две. Куда пропадает одна из них, когда исходные прямые перестают пересекаться? 

Пока мы не будем давать полное доказательство теоремы о серединной окружности. Но наметим подход к нему. Зададимся вопросом: серединная окружность определяет симметрию, при которой две данные окружности меняются местами. А что будет с точками, как по точке, найти симметричную ей при этой симметрии? Возьмем окружность, касающуюся двух исходных. Она касается одну данную окружность в одной точке, другую – в другой. Обе эти точки симметричны друг другу при симметрии относительно серединной окружности. А почему? Потому, что окружность, касающаяся двух данных, при симметрии, меняющей данные окружности местами – остается на месте. Это мы пока не докажем, так происходит потому, что касающаяся окружность «одинаково относится» к тем окружностям, которых касается. 
Теперь проведем две пересекающиеся окружности одного семейства. При симметрии, меняющей местами исходные окружности (которых касаются окружности семейства), обе эти окружности останутся на месте. А что случится с точками пересечения? Они при этой симметрии поменяются местами. А если две окружности семейства касаются друг друга? Точке касания просто некуда деваться, она должна остаться на месте (поменяться местом сама с собой) при этой симметрии. Итак, при симметрии, меняющей местами исходные окружности, точки касания остаются на месте. А точки, остающиеся неподвижными при симметрии относительно окружности – и образуют ту самую окружность, относительно которой происходит симметрия. Что мы и хотели доказать. Неточности, которые есть в рассуждении читатель может исправлять самостоятельно, по мере знакомства с геометрией окружности. Заметим, что предложенный метод поиска пар симметричных точек работает и тогда, когда мы имеем дело с семейством обручей. Точки пересечения двух обручей симметричны друг другу относительно симметрии меняющей местами две непересекающиеся окружности. 

Резюмируем: между двумя непересекающимися окружностями имеются две симметрии: у одной есть неподвижные точки, она видна из семейства лепестков, а у другой – нет неподвижных точек, она видна из семейства обручей. Между пересекающимися окружностями есть две симметрии и у каждой из них есть неподвижные точки (серединные окружности). А между касающимися окружностями есть всего одна симметрия.
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На мой взгляд, удивительно, сколько новых явлений и даже типов симметрий открывается при изучении всего двух окружностей. Самым плодотворным, пожалуй, было соображение о том, что окружность, касающаяся двух данных переходит в себя при симметрии, меняющей местами обе данные. Заметим, что точки-то на этой окружности меняются местами, но все время остаются на ней. Это подводит нас к фундаментальному понятию перпендикулярных или ортогональных окружностей. Они определяются также, как определяются перпендикулярные прямые: окружность В называется перпендикулярной окружности А, если при симметрии относительно А окружность В переходит в себя. При этом точки на окружности В не остаются неподвижными, но обязательно переходят в точки, снова лежащие на В. В остается неподвижна как целое. Мы могли бы и не вводить специального определения для перпендикулярности, а говорить просто, что В симметрична относительно А. Но тогда пришлось бы слишком часто использовать слово симметрия. Кроме того, трудней было бы доказывать новые теоремы про окружности – слово «перпендикулярность» подсказывает важные аналогии с геометрией прямых.
Заметим, что из определения не следует, что если В перпендикулярна А, то А перпендикулярна В, то есть что при симметрии относительно В, А перейдет в себя. Я не буду здесь загромождать текст доказательством этого факта, но он достаточно интересен, чтобы обратить на него внимание. Также замечу, что фактически речь идет не о свойствах окружностей, а о более общем явлении – о свойствах симметрий. Можно определить не перпендикулярные окружности, а перпендикулярные или ортогональные симметрии окружностей. Это важно в тех случаях, когда мы имеет дело с симметриями, у которых нет неподвижных точек – при симметрии, заданной семейством обручей или при симметрии, заданной А-отображением, когда А лежит внутри сферы. Более общее определение будет звучать так: симметрии А и В называются перпендикулярными или ортогональными (их можно назвать и «коммутирующими») если для любой точки или окружности Х: А(В(Х)=В(А(Х)) иначе говоря А и В коммутируют, не важно в каком порядке осуществлять симметрию, результат будет один и тот же. Пока не будем в это вдаваться. Будем говорить о свойствах перпендикулярных окружностей и приведем их примеры.
Простейший случай, когда В – давно известный нам частный случай окружности, прямая, проходящая через центр окружности А. Тогда всякая точка Х, лежащая на В при инверсии (симметрии) относительно А снова переходит в точку, лежащую на В, что и требуется по определению. Легко видеть, что и А в этом случае симметрична относительно прямой В. Перпендикулярные прямые – тоже частный случай перпендикулярных окружностей (раз сами прямые – частный случай окружностей).
Введем обозначения. Если А окружность, и Х – точка или окружность, то А(Х) – симметричная относительно А точка (или окружность). Мы уже мимоходом пользовались этим обозначением. Заметим, что мы одинаково обозначаем и саму окружность А, и симметрию, при которой все точки окружности А остаются на месте. Это не должно нас смущать – что именно имеется в виду всегда ясно из контекста: симметрия это некоторое действие или отображение, соответствие, а окружность – множество точек (или линия). Отметим простой и важный факт, если две окружности, перпендикулярные третьей пересекаются, то точки их пересечения симметричны относительно третьей окружности. Доказательство тривиально: пусть Х – точка пересечения В и С, А(Х) должна лежать на В и на С одновременно - по определению перпендикулярности. Можно не сразу заметить вариант, когда А(Х)=Х, тогда обе точки пересечения В и С лежат на А. Но такого не может быть, через две точки, лежащие А можно провести только одну окружность, перпендикулярную данной, позднее будет сказано, как это сделать.
Основное свойство перпендикулярных окружностей гласит: если пара точек X и Y симметрична относительно А, то всякая окружность, проходящая через X и Y – перпендикулярна А. Иначе говоря, если при симметрии относительно А хоть одна точка, лежащая на В перейдет в точку, снова лежащую на В, то любая  точка, лежащая на В перейдет в точку, лежащую на В. Заметим, что в мире прямых аналогичное свойство есть: если прямая В проходит через пару точек, симметричных относительно А, то В перпендикулярна А. Но это свойство в мире прямых бессодержательно: есть всего одна прямая, проходящая через пару точек. А вот в мире окружностей есть множество, целый пучок окружностей, проходящих через пару точек Х и А(Х). И каждая из этих окружностей обязательно перпендикулярна А – утверждает основное свойство. Аналогичное свойство есть в трехмерном пространстве: если плоскость проходит через пару точек, симметричных относительно некой плоскости, то вся плоскость перпендикулярна этой плоскости. Это не единственный случай, когда геометрия окружности напоминает пространственную геометрию, что и не удивительно – мы видели, что окружности можно мыслить в пространстве, лежащими на сфере.

Мы не будем доказывать основное свойство перпендикулярных окружностей. Оно гарантирует нам, что через произвольную точку Х можно провести бесчисленное количество окружностей, перпендикулярных А. Оно же помогает нам построить единственную возможную окружность, проходящую через Х и перпендикулярную сразу двум окружностям А и В. Проведем окружность через Х, А(Х) и В(Х). По основному свойству она перпендикулярна А и В, т.к. на ней лежит пара точек, симметричных относительно А, и пара точек, симметричных относительно В. 
Основное свойство позволяет доказать первую теорему эстетической геометрии: Если есть две произвольные точки X и Y и произвольная окружность А, то сами точки и пара симметричных им точек A(X) и A(Y) – обязательно лежат на одной окружности. Доказательство: проведем окружность через точки X, Y, A(X). По основному свойству эта окружность перпендикулярна А, следовательно, точка Y при симметрии относительно А перейдет в точку, лежащую на этой окружности (по определению перпендикулярности). Что и требовалось доказать.
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Наша ближайшая цель – научиться осуществлять симметрию относительно окружности не используя прямых линий. Только с этого момента и можно будет говорить, что мы занимаемся геометрией собственно окружностей. Но остановимся и подумаем: мы обсудили, что такое окружность, мы разными способами показали, как можно осуществлять симметрию относительно окружности. Но, как ни странно, мы все еще не обсудили: что же такое симметрия?
В опыте мы сталкиваемся с симметрией, разглядывая разные рисунки и предметы: два нарисованных симметричных человечка, левая и правая перчатка, два дерева напротив друг друга на поляне. А в первую очередь, конечно – мы сами, строение нашего тела, дает нам понятие о симметрии. Зеркало симметрично отражает то, что ему показывают. Во всех этих случаях речь идет о паре симметричных объектов.

В геометрии, в математике вообще, под симметрией понимают отображение, при котором симметричные друг другу объекты меняются местами. Причем объекты мыслятся не изолированными, а расположенными среди подобных им. Когда пара объектов меняется местами, другие объекты тоже приходят в движение и занимают новые места, подобно тому, как движение локтя вызывает движение всей нашей руки. Обозначим нашу симметрию буквой А. Если у нас есть объект Х, то симметричный ему объект обозначим А(Х). Легко понять, что А(А(Х))=Х, иначе говоря, симметрия – обязательно инволютивное преобразование. Ведь если Х симметричен Y, т.е. Y=A(X), то Y симметричен Х, т.е. X=A(Y). Инволютивные преобразования играют столь большую роль в эстетической геометрии, что приведем несколько примеров из разных областей математики и опыта. Уже было сказано про кнопочный автомат: любой переключатель, имеющий всего два состояния, принимает исходное положение, нажатый два раза. Какие математические операции инволютивны? Прежде всего, заметим инволютивность логической операции, операции отрицания. Двойное отрицание, или отрицание отрицания дает утверждение, например: «неверно, что Вася не съел яблоко» означает ровно то, что «Вася съел яблоко». Обратимся к операциям над числами, функциям: умножение на минус единицу также инволютивно: минус на минус дает плюс или -(-x)=x. Функция f(x)=1-x также инволютивна, f(f(x))=x, как и любая функция вида y=q-x где q – произвольная константа. Также инволютивна функция g(x)=1/x, как и все функции вида y=q/x.

Все симметрии – инволютивны, но не все инволюции определяют симметрию. Для того чтобы инволюция была симметрией, требуется чтобы сохранялись существенные свойства объекта. Конечно, тут есть некоторая условность: какие свойства объектов нам существенны? Это зависит от ситуации, от наших целей.

Давно известные нам симметрии плоскости относительно точек и прямых сохраняют почти все свойства геометрических фигур: углы между прямыми, расстояния между точками, площади треугольников и так далее. Прямые при этих симметриях переходя в прямые, окружности – в окружности, эллипсы – в эллипсы. Но одно свойство не сохраняется при симметрии относительно прямой: ориентация. На плоскости можно определить ориентацию трех точек (не лежащих на одной прямой), и она будет меняться на противоположную при каждой симметрии этих точек относительно любой прямой. Аналогично обстоит дело в пространстве при симметрии относительно плоскости: в пространстве можно ввести ориентацию четырех точек (не лежащих на одной плоскости), и она меняется на противоположную при симметрии относительно любой плоскости. Именно поэтому левый ботинок не совмещается с правым.

Заметим одно свойство симметрий относительно точек и прямых: симметрия отображает симметричные фигуры в симметричные. Иначе говоря, если фигуры P и Q симметричны относительно какой-то прямой В, то при симметрии относительно любой другой прямой А эти фигуры снова перейдут в симметричные, т.е. А(P) и А(Q) обязательно будут симметричны. А относительно какой прямой? Той прямой, в которую перейдет прямая В при этой симметрии, то есть относительно прямой А(В). Легко понять, что это свойство для фигур P и Q будет выполняться, если оно выполняется для случая, когда P и Q – точки.
Именно это свойство мы и возьмем за основу. Шутки ради и для удобства запоминания его можно выразить фразой из трех одинаковых слов: «Симметричное симметрично симметричному!».  Можно доказать, что из него следует очень многое, например, все свойства симметрий относительно прямых на плоскости. На мой взгляд, если такого свойства нет у преобразований – их нельзя называть симметриями, даже если они инволютивны. В самом деле, что это за симметрия если при ней симметричные фигуры могут перейти в несимметричные? Убедимся теперь, что симметрия относительно окружности – настоящая симметрия. 

Во-первых, по самому определению симметрии относительно окружности – это инволютивное отображение. А(А(Х))=Х.

Во-вторых, при симметрии относительно окружности окружности переходят в окружности (или в прямые, которые мы договорились считать частным случаям окружностей). Это не доказывается здесь. Мы можем принять этот факт за аксиому, подобно тому, как принимают за аксиомы определенные утверждения про прямые и длины в геометрии Евклида. А можем познакомиться с доказательством в хорошем учебнике.

В третьих, и это еще важнее: симметрия относительно окружности переводит симметричное в симметричное, как мы потребовали выше. Воспользуемся обозначениями и запомним: Если P и Q симметричны относительно окружности В, то А(P) и А(Q) симметричны относительно окружности А(B). Это верно если Р и Q – любые фигуры, нам это важно по преимуществу когда Р и Q – точки или окружности. Достаточно доказать это утверждение для случая, когда P и Q – точки, отсюда легко будет следовать все остальное и, кстати, то, что окружности переходят в окружности отсюда тоже легко вывести. Мы снова не будем здесь это доказывать. С точки зрения эстетической геометрии этот факт следует воспринимать как аксиому, как фундаментальное предположение.

Заметим еще, что мы ранее столкнулись с симметрией окружностей у которой нет неподвижных точек. Таково А-отображение сферы в случае, когда А расположено внутри сферы, или симметрия, определенная «обручами». В этом случае нельзя говорить про «симметрию относительно окружности», но можно – про симметрию окружностей, и все перечисленные свойства симметрий выполняются.

Это подводит нас к новому вопросу: что надо задать, чтобы указать симметрию? Что вообще означает, что «знать симметрию»? Очевидно, главное для этого – уметь осуществлять симметрию. Если мы знаем прямую А, относительно которой осуществляется симметрия, то мы легко с помощью угольника и линейки построим по любой точке Х симметричную ей относительно А точку А(Х). Но мы можем указать симметрию и не указывая неподвижную прямую А. Если мы знаем, что при симметрии относительно прямой какая-то точка Х переходит в точку А(Х), то мы легко можем найти, куда перейдет произвольная точка Y – мы найдем неподвижную прямую А (как серединный перпендикуляр к отрезку, с концами Х и А(Х) а далее, с помощью угольника и линейки найдем по А и Y точку А(Y).
В геометрии окружности мы уже умеем по неподвижной окружности А и произвольной точке Х находить A(X). Но есть и другой способ определить симметрии – указать одну или несколько пар симметричных друг другу точек и построение, использующее эти точки, с помощью которого мы для произвольной точки 
Y найдем симметричную ей точку A(Y). Этот способ подходит для того случая, когда у симметрии нет неподвижной окружности. Он хорош и для других случаев! Он оказывается гораздо проще, чем рассмотренные нами способы инверсии и осуществляется проведением всего двух окружностей. Мы узнаем его, изучая перпендикулярные окружности.
Итак, мы обсудили, что понимается под словом симметрия. Выяснилось, что симметрия это инволютивное преобразование отображающее симметричное в симметричное. Заметим, что симметрии обычно возникают и изучаются не по-одиночке, а целыми семействами. Появляются симметрии относительно прямых, окружностей, а не относительно какой-то одной прямой или какой-то одной окружности. Затем мы начинаем выполнять симметрии последовательно: сначала одну, потом другую, потом третью и изучать, что будет происходить с объектами.

Эстетическую геометрию можно разделить на два радела. Статический, или элементарный раздел – в этой части мы доказываем различные теоремы про расположение точек и окружностей и динамический раздел. Здесь мы изучаем последовательное применение симметрий и траектории, по которым двигаются объекты в результате постоянного отражения от тех или иных окружностей, которые сами при этом могут не быть неподвижными. Именно здесь мы получаем изысканные художественные формы: орнаменты, спирали барочные формы и многое другое. Как и всякое деление, это деление несколько условно, т.к. мы будем доказывать некоторые теоремы «элементарного раздела» с помощью динамических методов. 
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Мы разбирали, как по точке найти другую точку, симметричную ей относительно данной окружности. Проясним, во что переходят окружности при симметрии относительно данной окружности. Мы уже знаем – в окружности или прямые. Но как они расположены?

Если наша окружность расположена внутри данной, невелика по размеру и близка к данной, то симметричная ей расположена по ту сторону данной окружности и несколько больше в размере. Если мы начнем смещать нашу окружность ближе к центру данной окружности, то симметричная ей окружность будет удаляться от данной окружности, увеличиваясь. Если окружность проходит через центр данной, то ей оказывается симметрична прямая. Не удивительно: центру симметрична бесконечно удаленная точка, значит, окружность, симметричная нашей окружности – проходит через бесконечно удаленную точку. Только прямая удовлетворяет этому условию, все другие окружности – ограничены. Как найти эту прямую? В случае, если наша окружность пересекает исходную в двух точках, то симметричная ей окружность обязательно проходит через точки пересечения (поскольку эти точки неподвижны при симметрии). Следовательно если окружность проходит через центр данной и пересекает данную, то ей симметрична прямая, проходящая через точки пересечения окружности с данной. Если окружность касается данной, то симметричная ей окружность – касается данной в той же точке, если наша окружность проходит еще и через центр данной, то ей симметрична прямая, касающаяся данную окружность (и свой прообраз, которому она симметрична). Разумеется, все эти построения можно «прочитать наоборот» и сделать выводы о том, какие окружности симметричны прямым. Если центр данной окружности расположен внутри нашей окружности то симметричная ей окружность охватывает данную, и, обратно, если наша окружность охватывает данную, то симметричная ей расположена внутри данной и охватывает центр данной окружности. Все эти наблюдения можно установить, например, следя за тем, куда переходят несколько точек нашей окружности. Зная, куда переходят три точки нашей окружности при симметрии, легко построить симметричную ей окружность – достаточно провести окружность через эти три симметричные точки.
Теперь используем наши знания для доказательства теоремы о серединной окружности для случая, когда две исходные окружности пересекаются. Мы воспользуемся известным с 19-го века приемом: если у нас есть чертеж, где несколько окружностей пересекаются в одной точке, то можно рассмотреть инверсию (симметрию) относительно какой-нибудь окружности с центром в этой точке. При такой симметрии окружности, проходящие, через данную точку перейдут в прямые, другие окружности – в какие-то другие окружности. Точки пересечения окружностей перейдут в точки пересечения симметричных им окружностей, то же самое случится и с точками касания. Все точки лежащие на какой-то окружности – снова перейдут в точки лежащие на окружности. Иными словами – все свойства окружностей сохранятся. Но на чертеже вместо окружностей появилось несколько прямых. А задачи о прямых нам пока привычней.

Применим этот метод.  Сделаем какую-нибудь инверсию с центром в точке пересечения двух исходных окружностей. Эти окружности перейдут в пару пересекающихся прямых. Что можно сказать про точку пересечения этих прямых? Это – точка, симметричная второй точке пересечения исходных окружностей (первая точка пересечения, которая стала центром инверсии – перешла в бесконечно удаленную точку). Что можно сказать про окружности, касающиеся двух исходных? Им симметричны окружности, касающиеся двух прямых (симметричных исходным окружностям). Свойства окружностей, касающихся двух данных прямых легко устанавливаются – они делятся на два семейства, одно лежит в одном углу между прямыми, другое – в дополнительном. Центры этих окружностей лежат на биссектрисах прямых. Между собой окружности одного семейства могут касаться только на биссектрисе между этими прямыми.
Теорема о серединной окружности утверждает, что точки касания окружностей, каждая из которых касается двух данных – лежат на одной окружности (если касающиеся окружности из одного семейства). Мы только что выяснили, что этим точкам касания симметричны точки, лежащие на одной прямой. Следовательно, сами точки касания лежат на одной окружности (т.к. прямая при симметрии перейдет в окружность). Что и требовалось доказать. Теперь докажем, что исходные окружности симметричны относительно окружности, на которой лежат эти точки касания, т.е. что исходные окружности симметричны относительно серединной окружности. Для этого воспользуемся сформулированным ранее принципом: «при симметрии симметричное переходит в симметричное». Рассмотрим чертеж появившийся после инверсии: интересующие нас точки касания лежат на биссектрисе двух прямых. Эти прямые, разумеется, симметричны относительно своей биссектрисы. Чертежу симметричен исходный чертеж, следовательно, по сформулированному принципу, исходные окружности (симметричные двум пересекающимся прямым) симметричны относительно окружности, которая, в свой черед, симметрична биссектрисе этих двух пересекающихся прямых. В последнем предложении слово «симметрия» встречается слишком часто, отчего оно может показаться неудобопонятным. Выскажем мысль немного иначе. Вернем точки нового чертежа обратно, то есть еще раз применим инверсию, которую мы сделали в начале доказательства. При этой инверсии биссектриса прямых перейдет в окружность, где находятся точки касания интересующего нас семейства, а сами прямые – в исходные окружности. Симметричное перейдет в симметричное: следовательно биссектриса между прямыми перейдет в окружность, относительно которой данные окружности симметричны.
Сравним это доказательство с предложенным ранее наброском доказательства теоремы о серединной окружности. Там мы не пользовались никакими вспомогательными прямыми, действовали методами собственно геометрии окружности. Попутно заметили важное свойство о точках пересечения между собой двух окружностей из одного семейства (что они симметричны относительно серединной окружности). Старое доказательство было короче, и годилось оно для всех случаев расположения двух исходных окружностей, а здесь мы рассмотрели только случай, когда исходные окружности пересекаются. Когда они касаются друг друга – можно использовать тот же прием, при инверсии с центром в точке касания исходные окружности перейдут в параллельные, а окружности, касающиеся их обеих – в окружности, касающиеся двух параллельных прямых. Но случай, когда исходные окружности не имеют общих точек, не поддается этому методу: не инвертировать эти окружности так, чтобы они обе отобразились в прямые. Зато предложенное доказательство демонстрирует пользу в решении задач от абстрактно звучащего утверждения: при симметрии симметричное переходит в симметричное. В чем был недостаток старого доказательства? Использовалось без доказательства утверждение, что окружность, касающаяся двух данных, перпендикулярна окружности, меняющей местами данные. Это не так-то сложно доказать, но, поскольку между окружностями обычно две биссектрисы, а между окружностями не имеющими общих точек есть странная симметрия, меняющая их местами, симметрия, у которой нет неподвижных точек – можно немного запутаться.
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В мире прямых из точки на прямую можно опустить единственный перпендикуляр. В мире окружностей иначе. Ранее мы узнали, что если дана окружность А и точка Х, то через точку Х можно провести бесчисленное количество окружностей, перпендикулярных к А. Любая окружность, проходящая через Х и А(Х) будет такой. Это мы назвали «основным свойством» перпендикулярных окружностей. В геометрии окружности можно «опустить единственный перпендикуляр» не из одной точки, а из пары произвольных точек Х, Y. Проведем окружность через Х, Y, А(Х) – она будет ортогональна А и потому обязательно проходит через A(Y). Это было названо «первой теоремой» эстетической геометрии. Но что будет, если точка Х сама лежит на А? В этом случае А(Х)=Х, никакой новой точки не появляется. Чтобы провести через Х окружность, перпендикулярную А, возьмем произвольную точку Z, не лежащую на А, и проведем окружность через три точки X, Z, A(Z). По основному свойству она и будет искомой. 
Будем выяснять связь между перпендикулярностью и касанием окружностей. Сначала докажем, что если две окружности В и С, перпендикулярные третьей окружности А, касаются друг друга, то точка их касания P лежит на третьей окружности. Рассмотрим точку А(P), т.к. В и С перпендикулярны А то А(P) лежит и на В и на С. По условию между В и С есть только одна общая точка, точка касания. Следовательно P=A(P), следовательно P лежит на А. Что и требовалось доказать. Докажем, что если есть три окружности, пересекающиеся в одной точке и одна из них перпендикулярна двум другим, то перпендикулярные ей окружности касаются друг друга в точке их общего пересечения. Это аналогично свойству прямых: если две прямые перпендикулярны третьей, то они параллельны между собой. Свойство окружностей легко понять, рассматривая две пересекающиеся окружности В и С, ортогональные А. Пара точек пересечения В и С всегда разделена окружностью А (т.к. точки пересечения симметричны относительно А, а симметричные точки всегда по разные стороны от А). Будем теперь «разносить» В и С друг от друга – точки их пересечения будут приближаться друг к другу и к А, в тот момент когда эти точки пересечения сольются в одну, лежащую на А – В и С будут касаться друг друга. Теперь строго докажем. По условию у В и С есть общая точка, лежащая на А. Пусть они пересекаются еще в одной точке P, тогда А(P) должно лежать и на В и С (т.к. В и С перпендикулярны А). Итак у В и С обнаружены три общие точки: исходная, лежащая на А, Р и А(Р). Но две разные окружности не могут пересекаться в трех точках. Следовательно, точки P не существует, и В и С имеют только одну общую точку, в которой касаются друг друга. (%... а если Р на А).Также верно, что если В и С касаются друг друга и А перпендикулярна одной из них, то А – перпендикулярно и второй из них. В мире прямых – если прямая перпендикулярна одной прямой, то она перпендикулярна и всем прямым, параллельным с ней. 
Свойства надо как-то называть, чтобы на них было удобно ссылаться в дальнейшем. Разобранные свойства трех окружностей, пересекающихся в одной точке будем называть «перпендикулярно-касательным признаком». Благодаря этому признаку мы часто будем узнавать, что какие-то окружности касаются, какие-то окружности перпендикулярны. 
Как опустить «перпендикуляр из пары точек» на окружность, если эта пара точек сама лежит на данной окружности? Проблема напоминает задачу о возведении перпендикуляра из точки на прямой. Если у нас есть угольник, эта задача для прямой легко решается. А если у нас нет угольника и мы умеем только осуществлять симметрию относительно прямой, и проводить прямую через две точки? Из мира поломанных линеек мы пришли не надолго в мир с линейками и симметриями, но без угольников. Пусть теперь А означает прямую, Х – точку на ней. Если у нас будет какая-то прямая В параллельная А, мы проведем прямую через Х и В(Х) – эта прямая перпендикулярна В и, следовательно – перпендикулярна А, т.к. А и В параллельны. Такая прямая и будет искомым перпендикуляром. Но как построить прямую В, располагая лишь А и Х? Если у нас есть прямая перпендикулярная А, мы легко проведем параллельную к А прямую – построив прямую, перпендикулярную к перпендикулярной к А. А перпендикулярные друг другу прямые мы умеем строить с помощью симметрий.
Итак – решение: возьмем точку Y не лежащую на А, проведем прямую через Y и А(Y), эта прямая перпендикулярна А. Возьмем теперь какую-нибудь точку Z, не лежащую на проведенных прямых, и отразим Z относительно новой прямой, перпендикулярной А, через полученную пару точек проведем прямую. Она параллельна А. Отразим Х относительно этой прямой, и проведем через полученную пару точек прямую – эта прямая и будет искомой прямой, проходящей через Х и перпендикулярной А. Прием «двукратного перпендикулирования» (похожий на двойное отрицание), позволяющий строить прямую, параллельную данной, стоит отметить.
Теперь аккуратно перенесем «двукратное перпендикулирование» в мир окружностей. Пусть точки Х и Y лежат на окружности А. Если у нас есть какая-то окружность В, касающаяся А в точке Х, то мы легко построим окружность, перпендикулярную А и проходящую через Х и Y: это будет окружность, проходящая через Х, Y, B(Y) – по основному свойству перпендикулярных окружностей она перпендикулярна В, по «перпендикулярно-касательному признаку» - она перпендикулярна А. Осталось построить окружность, касающуюся А в заданной точке Х, для этого мы построим окружность С, проходящую через А в точке Х (как это сделать описано ранее), а затем – построить окружность, перпендикулярную С, проходящую через Х. Она будет касаться А в точке Х и будет искомой окружностью В. С ее помощью мы заканчиваем построение, как это было сделано выше. Заметим, что все окружности, используемые в построении, проходят через точку Х. Рассмотрим какую-нибудь инверсию с центром в Х – все окружности перейдут в прямые, касающиеся в Х окружности – в параллельные прямые, а перпендикулярные окружности – в перпендикулярные прямые, все построение в точности повторяет изложенное в предыдущем абзаце.
14
Здесь, как и было обещано, рассказывается кардинально новый подход к инверсии. Раньше мы считали, что по окружности А и точке Х умеем находить точку А(Х) симметричную Х относительно А. Пользуясь этим, мы легко проводили окружности, перпендикулярные к А. Теперь предположим, что мы умеем проводить перпендикулярные к А окружности, но не умеем осуществлять инверсию относительно А. Как найти А(Х)? Просто провести через Х две любые окружности, перпендикулярные А. Вторая точка их пересечения (первая точка – сама Х) и будет искомой А(Х).
Но на самом деле мы не умеем проводить перпендикулярные окружности. Что достаточно знать для их построения? Какую-нибудь пару симметричных точек: если для какой-нибудь точки Y известно А(Y), то мы проведем окружность В через X, Y, A(Y) – она, по основному свойству перпендикулярных окружностей – обязательно перпендикулярна А. Чтобы построить А(Х) нам достаточно провести еще одну окружность через Х, перпендикулярную А. Предположим, что нам еще для какой-то точки Z известна симметричная ей точка А(Z). Проведем окружность С через X, Z, A(Z). Она также будет перпендикулярна А. Окружности В и С пересекаются в двух точках: одна из них Х, а другая А(Х). Что и требовалось – мы нашли точку симметричную Х относительно А. Для этого не нужно знать ни центр окружности А, ни даже саму окружность А, достаточно знать две пары каких-то симметричных относительно А точек: пару Y, A(Y) и пару Z, A(Z) и провести всего две окружности.
 Пусть у нас есть пары точек: (Р, Q) и (S, T), когда они определяют симметрию окружностей? Такую симметрию, при которой Р симметрично Q и S симметрично T? Симметричная произвольной точке Х при этом должна находиться так, как было описано: она есть вторая точка пересечения двух окружностей, проходящих через Х и эти пары точек. Легко показать (%, А-отображения), что если эти две пары точек лежат на одной окружности – то они всегда определяют такую симметрию. Но в одном случае у этой симметрии есть неподвижные точки (лежащие на одной окружности), а в другом случае – неподвижных точек нет, эта та симметрия, с которой мы столкнулись рассматривая «обручи» и А-отображения сферы, когда А лежит внутри сферы.
Какие это два случая? Их определяет взаимное расположение пар точек. Если две пары точек лежат на одной окружности, то они могут разделять друг друга. В этом случае, двигаясь по окружности от одной точки пары, к второй точке этой же пары – мы обязательно наткнемся на одну из точек другой пары. А могут и не разделять – от первой точки пары тогда можно по окружности добраться до второй точки этой пары не встретив «чужих» точек. Заметим еще один критерий: если две пары точек на окружности разделяют друг друга, то всякая окружность, проведенная через одну пару точек обязательно пересекает любую окружность, проведенную через другую пару. Это свойство можно было бы взять за определение разделения. А если две пары точек на окружности не разделяют друг друга, то можно провести через них окружности, не пересекающие друг друга или касающиеся между собой.

Если две пары точек (лежащие на одной окружности) не разделяют друг друга – то они задают симметрию окружностей, у которой есть неподвижные точки и эти точки лежат на одной окружности. Если две пары точек разделяют друг друга, то они задают симметрию окружностей, у которой нет неподвижных точек. Почему? Потому что окружности, проведенные через такие пары всегда пересекаются между собой. А если бы неподвижная точка существовала – они бы в ней касались друг друга. Заметим, что первая теорема эстетической геометрии гарантирует, что две пары симметричных точек обязательно лежат на одной окружности. За это она и получила первый номер и громкое название.
До сих пор, мы ставили задачу, как по точке Х найти симметричную ей точку. Симметрия мыслилась как некое движение, сгибание листка вдоль прямой, например. Но симметрия может мыслиться как соответствие. Среди объектов мы обнаруживаем симметричные пары. Переформулируем наше новое понимание симметрии окружностей. Пусть есть две пары симметричных точек (Р, Q) и (S, T). Тогда пара точек (А, В) будет симметричной, если (А, В) и (Р, Q) – лежат на одной окружности, и (А, В) и (S, T) лежат на одной окружности. Симметрия разбивает всю плоскость на симметричные пары точек.
Обещание выполнено. Мы определили симметрию окружностей, не используя прямые. И, как ни странно, симметрия окружностей оказалась проще, чем симметрия прямых: в мире прямых нет удобного построения, позволяющего не используя угольник осуществлять симметрию по паре симметричных точек, и даже по двум парам таких точек. Там надо измерять длины откладывать прямые углы, или проводить много вспомогательных прямых. А симметрия в мире окружностей дается проведением всего двух окружностей.
Наше построение дает больше, чем мы хотели. Мы искали симметрию окружностей на плоскости, а оно даст и симметрию сфер. Две пары симметричных точек по условию расположены на одной окружности. Но они задают симметрию сфер в трехмерном пространстве, или гиперсфер во многомерном. Симметрия осуществляется в точности также, как и в плоском, двумерном случае. Через произвольную точку пространства Х проводятся две окружности, проходящие через данные пары точек, их вторая точка пересечения и будет симметрична Х. При этом, если две пары симметричных точек не разделяют друг друга – у этой симметрии будут неподвижные точки, все они лежат на одной сфере и можно говорить о симметрии относительно этой сферы (инверсии относительно сферы). Если же пары точек разделяют друг друга, то у созданной ими симметрии нет неподвижных точек. 
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Цель научиться осуществлять симметрию между окружностями или инверсию не прибегая ни к измерению длин, ни к проведению прямых, появилась не исходя из желания доказать какую-то теорему. Этого требовала внутренняя логика предмета: лучше и изящней излагать геометрию окружности не прибегая к специфическим свойствам прямых. Иначе не стоит и говорить о «геометрии окружности» как о самостоятельном разделе геометрии, тем более об «эстетической геометрии». Теперь же мы вправе видеть в геометрии окружности самостоятельную область знания, имеющую свой предмет и свои методы. Главный метод геометрии окружности – симметрия, мы доказываем, что какие-то точки лежат на одной окружности, какие-то окружности касаются друг друга или пересекаются в тех же точках, что и другие - обнаруживая некоторые симметрии. Здесь она резко отличается от евклидовой геометрии прямых и расстояний – в обычной планиметрии содержательные теоремы очень редко доказываются с помощью симметрий. Обычную планиметрию можно рассматривать как частный случай геометрии окружности, как это сделать, и почему неевклидовы геометрии также естественно рассматривать как частные случаи геометрии окружности будет показано далее.

Хотя мы пришли к новому пониманию симметрии между окружностями не ради каких-то теорем, сейчас мы узнаем много нового. Мы нашли нечто более важное, чем изолированная теорема: новый метод. Введем определение: «пара точек, сопряженная относительно двух других пар точек». Если у нас есть две пары точек (А, В) и (С, D) то пара точек (E, F) называется сопряженной с «парой пар» (А, В) и (С, D) если окружности, проходящие через Е, А, В, и E, С, D пересекаются в точке F. Будем также говорить Е сопряжена с F относительно этой пары пар. Именно эта конструкция использовалась в новом определении симметрии. Но если исходные точки А, В, С, D не лежат на одной окружности, то никакой симметрии не будет. 
Если же они лежат на одной окружности, то симметрия будет. Это мы и используем. Введем в рассмотрение еще одну пару точек P и Q, пусть по условию она также сопряжена относительно пары пар: (А, В) и (С, D). Вот наша первая теорема: если четыре точки А, В, С, D лежат на одной окружности, то четыре точки E, F, P, Q – тоже лежат на одной окружности. Доказательство: если (А, В) и (С, D) лежат на одной окружности, то они определяют симметрию, и пары сопряженных точек симметричны друг другу. Но две пары симметричных точек обязательно лежат на одной окружности, следовательно пары точек (E, F) , (P, Q) – лежат на одной окружности. Что и требовалось доказать. Верно и обратное: если E, F) , (P, Q) лежат на одной окружности, то и (А, В), (С, D) – лежат на одной окружности. Иллюстрация (%). Пожалуй, «теорема» - слишком громкое название в этом случае.

Теперь вспомним, что мы говорим про симметрию окружностей, а пока имеем дело с симметрией точек. При симметрии окружностей окружностям соответствуют окружности. Воспользуемся этим, для формулировки новой теоремы. Теорема будет утверждать, что если четыре точки лежат на одной окружности, то четыре точки, сопряженные им также лежат на одной окружности, если точки «сопрягающей их пары пар» (А, В) и (C, D) сами лежат на одной окружности. В такой формулировке у нас появится 12 точек, что делает теорему неудобоваримой. Можно обойтись восемью. Пусть, как и раньше  (E, F) , (P, Q) сопряженные относительно (А, В) и (С, D) пары и пусть теперь (А, С) и (Е, P)  – лежат на одной окружности. Обратите внимание, мы сформировали из тех же точек новые пары. Тогда, утверждает теорема, если (А, В) и (С, D) лежат на одной окружности, то и (B, D), (F, Q) – лежат на одной окружности (иллюстрация %). Доказательство. Если (А, В) и (С, D) лежат на одной окружности, то эта пара пар точек задает некоторую симметрию окружностей. Обозначим эту симметрию h. Тогда h(A)=B, h(C)=D, h(E)=F, h(P)=Q. Посмотрим на эти четыре равенства. В левой части каждого равенства стоят точки, по условию лежащие на одной окружности. Т.к. h – симметрия окружностей, то окружности симметрична окружность, и точки лежащие на одной окружности, перейдут в точки лежащие на симметричной ей окружности. Поэтому, точки, стоящие в правой части каждого равенства – лежат на одной окружности. Что и требовалось доказать. 
Эти две теоремы, как и подобные им – легко переносятся на трехмерное пространство, поскольку, как было сказано в предыдущем разделе, две пары точек на одной окружности определяют симметрию сфер. При этой симметрии окружности в пространстве симметричны окружностям. И мы можем считать, что точки Е и P не лежат на одной плоскости (или на одной сфере, если мы мыслим все окружности лежащими на сфере) с точками А, В, С, D. В самом деле 4 эти точки по условию лежат на одной окружности, поэтому есть сфера, на которой лежат все они и точка Е. Но точка P может не лежать на этой сфере и мы получаем утверждение о точках, лежащих в пространстве. Но вернемся в геометрию двух измерений.
Можно получить еще несколько теорем подобным образом. Они возникнут из того факта, что если две окружности имеют общую точку (касаются или пересекаются в ней) то симметричные им окружности также имеют общую точку, которая симметрична общей точке исходных окружностей. Сейчас мы не будем этим заниматься. 
Очень содержательные теоремы возникают благодаря тому, что четыре точки (А, В, С, D) можно разбивать на пары тремя разными способами. Каждый способ разбиения этих четырех точек на пары определит симметрию окружностей. Эти симметрии окружностей оказываются перпендикулярными друг другу (коммутирующими) и принесут нам новые теоремы. Кроме того, окружность, на которой лежат четыре исходные точки сама определяет симметрию, при которой остается неподвижна. Для того чтобы связать между собой эти четыре симметрии, мы в дальнейшем «потренируемся на прямых», рассматривая свойства композиций симметрий относительно них, в первую очередь рассматривая симметрии относительно перпендикулярных прямых и плоскостей.
Ранее мы определяли симметрию относительно окружности. Была дана неподвижная окружность и мы изучали симметричные относительно нее точки. Сейчас мы научились осуществлять симметрию по двум парам симметричных точек. Но мы все еще не умеем не проводя прямые, не меряя длины и, добавим, не зная двух пар симметричных точек, находить точки симметричные друг другу относительно данной окружности. Благодаря теоремам о разбиении четырех точек на пары – мы научимся это делать.
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Перейдем к теоремам о касающихся друг друга окружностях, следующих из нового метода определения симметрии. Как и раньше, пусть у нас имеются две пары точек (А, В) и (С, D) лежащие на одной окружности. Если они разделяют друг друга, то все окружности, проведенные через эти пары – пересекаются и не могут касаться друг друга. У определенной такими парами точек нет неподвижной окружности. Пусть наши пары точек не разделяет друг друга. Тогда у симметрии, созданной ими, есть окружность, состоящая из неподвижных точек. Как ее найти? Проведем через пары эти точек две пересекающиеся окружности Р и Q. Точки их пересечения симметричны друг другу. Будем теперь «раздвигать» проведенные окружности так, чтобы расстояние между точками их пересечения уменьшалось. Точки пересечения при симметрии меняются местами, поскольку расстояние между ними уменьшается – каждая из точек двигается все меньше и меньше. В предельном случае, когда окружности P и Q касаются – точка касания меняется местом сама с собой, т.е. вообще не двигается. Мы нашли неподвижную точку при этой симметрии.  Неподвижные точки при симметрии относительно окружности обязательно лежат на той самой окружности, относительно которой делается симметрия. 

Итак мы доказали теорему: какие бы ни были окружности Р и Q, проходящие соответственно через фиксированные точки А, В и С, D лежащие на одной окружности S – точки касания P и Q обязательно лежат на одной окружности. Окружность эта ортогональна P, Q и S. Эта теорема обобщается на трехмерное пространство, только точки касания обязательно будут лежать не на окружности, а на сфере, относительно которой А симметрична В, С симметрична D.

Мы воспользовались, предельным переходом. Это не совсем строго, но очень удобно. Есть много способов доказать теорему иначе. Но предельные переходы такого рода позволяют угадывать и разъясняют положение дел. Снова воспользуемся им. Будем сближать точки А и В, и как и ранее, проводить окружности Р и Q следя за их точками касания. Они все время лежат на одной окружности. Если А и В очень близки, то окружность Р почти касается окружности S (на которой лежат исходные четыре точки). Когда А и В совпадут, Р будет касаться S в этой точке. Получаем модифицированную теорему: даны три точки А, C, D, лежащие на окружности S (точка B слилась с А), рассмотрим все возможные окружности Р, касающиеся S в точке А и все возможные окружности Q, проходящие через С и D. Точки касания P и Q лежат на одной окружности. В трехмерном случае точки касания обязательно будут лежать на одной сфере.

Еще раз воспользуемся предельным переходом. Будем совмещать оставшиеся точки С и D, пока они не сольются в одной точке. Получим теорему: дана окружность S и две точки на ней А и С (D слилась с С), рассмотрим все возможные окружности, касающиеся S в точках А и С. Все точки касания этих окружностей сами образуют окружность (перпендикулярную S и пересекающую ее в точках А и С). В трехмерном случае эти точки будут лежать на сфере.

Обдумаем последний случай. Он подсказывает нам, что две точки А и С и окружность S тоже определяет симметрию. Симметричны друг другу будут пары точек пересечения окружностей, одна из которых касается S в точке А, а другая в точке в точке С. При симметрии окружности – переходят в окружности, что позволяет нам сформулировать еще одну теорему о касающихся окружностях. Пусть точки Е, F, А, С – лежат на одной окружности, окружность S проходит через точки А и С. Проведем через точку Е две окружности, одна касается S в точке А, другая в точке С. Пусть вторая точка их пересечения H (первая точка их пересечения сама Е). Таким же образом проведем окружности через точку F, пусть новая точка их пересечения Q. Тогда, утверждает теорема: если точки Е, F, А, С лежат на одной окружности, то и точки Н, Q, А, С – лежат на одной окружности. Доказательство предоставляю провести читателю. Эта теорема опять-таки обобщается на трехмерное пространство. 
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Мы извлекли много теорем, научившись по двум парам симметричных точек, находить другие симметричные точки. Но не удастся ли еще проще определить симметрию? Начинать с совсем произвольных точек?
Это возможно. Три произвольные точки А, В, С задают симметрию окружностей. И даже не одну, а целых три симметрии. При одной симметрии точка А остается неподвижной, а точки В и С – меняются местами. При другой – неподвижна точка В, меняются местами А и С. При третьей – неподвижна точка С, меняются местами А и В. Рассматривая композиции этих симметрий можно получить очень интересные теоремы, возникает тройственный танец симметричных точек. Но чтобы разобраться в нем, надо привыкнуть к методам обработки перестановок трех букв: А, В, С. Это не сложно, подобное нам надо будет сделать и для понимания взаимосвязи симметрий, возникающих из разных разбиений четырех точек на пары. Пока опишем, как строить симметрию, при которой точка А остается на месте, а точки В и С меняются местами. Очень просто, вспомним предельные переходы, которыми мы пользовались в предыдущем разделе. Проведем окружность S через точки А, В, С. Когда-то у точки А была симметричная ей точка и лежала на S. Но эта точка подошла к А так близко, что слилась с ней, пропала в ней и утонула. Спряталась в ней. Поэтому, чтобы найти точку симметричную произвольной точке Х проведем через Х окружность, касающуюся S в точке А и окружность, проходящую через Х, В, С. Вторая точка их пересечения и будет симметрична Х при симметрии, заданной тремя произвольными точками А, В, С. Что и требовалось.
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Прогресс был вызван тем, что мы научились находить симметричные точки, зная всего две пары таких точек. Но работать с парой пар точек – не всегда удобно. Нужно каждый раз указывать, как разбиты эти четыре точки на пары. Нельзя ли указать эту пару пар точек как-то более геометрично? Можно. Рассмотрим три пересекающиеся между собой окружности А, В, С не проходящие через одну точку. Они образуют три пары точек пересечения этих окружностей между собой. Любые две пары из этих трех пар точек – лежат на одной из трех исходных окружностей и вполне годятся в качестве той самой «пары пар»,  которая определяет симметрию окружностей. Но не слишком ли много у нас пар точек? Каждые две пары точек на окружности определяют симметрию, не определяют ли три пересекающиеся окружности поэтому три или хотя бы две разные симметрии? Нет, симметрии заданные этими парами точек совпадают что мы сейчас и выясним. Для этого сформулируем и докажем «теорему о трех окружностях».

Пусть точки Х и Y лежат на одной окружности с точками пересечения А и В и на одной окружности с точками пересечения В и С. Теорема о трех окружностях утверждает что тогда они лежат на одной окружности с точками пересечения А и С. Эта теорема имеет много обобщений, и много доказательств. Ее можно получить переформулировкой одного из утверждений 15. Самым лаконичным будет ее «стереодоказательство»: как ни странно, проще всего теорема доказывается, когда точки расположены не двумерно: на плоскости или сфере, а в трехмерном пространстве. 
Вспомним, что три сферы в общем случае пересекаются в двух точках: две сферы пересекаются по окружности, а сфера с окружностью – в двух точках. Проведем сферу Хa через точку Х и окружность А, сферу Хb через точку Х и окружность В, сферу Хс через точку Х и окружность С. Окружность, проведенная через Х и пару точек пересечения окружностей А и В будет линией пересечения сфер Ха и Хв. Окружность, проведенная через Х и пару точек пересечения окружностей В и С будет линией пересечения сфер Хв и Хс. По условию, точка Y лежит на пересечении этих двух окружностей. Но точки пересечения этих двух окружностей есть пересечение всех трех проведенных нами сфер: Ха, Хв, Хс. Точки Х и Y по условию лежат на пересечении этих окружностей, следовательно – они есть точки пересечения этих трех сфер. Окружность, проходящая через Х и пару точек пересечения окружностей А и С есть линия пересечения Ха и Хс, и пара точек пересечения этих трех сфер обязательно лежит на ней. Что и требовалось доказать.
Из теоремы о трех окружностях ясно, что все три пары точек пересечения окружностей А, В, С определяют одну и ту же симметрию окружностей. Произвольной точке Х будет симметрична точка Y лежащая на одной окружности с Х и всеми тремя парами точек пересечения окружностей. Точка Х неподвижна при этой симметрии если все окружности, проходящие через Х и пары точек пересечения трех исходных окружностей касаются друг друга (в точке Х, разумеется). Можно сказать, что в этом случае Х=Y. Попутно мы установили, что если две такие окружности касаются друг друга, то и третья окружность касается их в этой же точке. Кстати, стереодоказательство теоремы о трех окружностях, гарантирует нам, что три взаимнопересекающиеся окружности А, В, С задают не только симметрию окружностей на плоскости, но симметрию сфер в пространстве, точно также, как задают ее две пары симметричных точек 14. Но мы не будем в это углубляться.
Отметим, что все три окружности А, В, С переходят в себя при этой симметрии, иначе говоря – перпендикулярны ей. Можно взять это свойство за определение симметрии, определяемой тремя этими окружностями. Первоначально мы стали рассматривать окружность неразрывно от симметрии относительно нее, она стала для нас знаком симметрии. Теперь показано, что три окружности тоже являются не только геометрической фигурой, но знаком или указанием на заданную ими симметрию. 
Когда мы говорим о симметрии, первый возникающий вопрос обычно таков: а есть ли у нее неподвижные точки? Как их найти, если они есть? Это зависит от расположения трех окружностей А, В, С. Возможны три случая расположения трех взаимнопересекающихся окружностей: точки пересечения двух окружностей лежат по разные стороны от третьей, точки пересечения двух окружностей лежат по одну сторону от третьей, все три окружности проходят через одну точку. Последний случай занимает промежуточное положение относительно первых двух: если мы начинаем двигать  третью окружность разделяющую точки пересечения двух других так, чтобы эти точки пересечения оказались по одну сторону от нее, то в какой-то момент времени эта окружность пройдет через одну из точек пересечения двух других. Для построения симметрии этот случай не годится: нужные нам пары точек появляются, но во всех них есть одна и та же точка – в которой пересекаются все три окружности.
Эти три случая расположения окружностей очень существенно отличаются друг от друга. Три окружности, такие, что одна из них разделяет пары точек пересечения двух других, будем называть «окружностями Римана» или «Римановыми окружностями». Три окружности, такие, что одна из них не разделяет точки пересечения двух других назовем «окружностями Лобачевского», а три окружности, пересекающиеся в одной точке, назовем «окружностями Евклида». 

Отметим важное свойство трех пересекающихся окружностей: если среди них какая-то окружность разделяет точки пересечения двух других, то любая из этих трех окружностей разделяет точки пересечения двух других. Аналогичный факт верен и в многомерном пространстве, сформулируем его для сфер. Три сферы пересекаются в двух точках. Если у нас есть четыре взаимно пересекающиеся сферы и какая-то из них разделяет точки пересечения трех других, то любая из этих четырех сфер разделяет точки пересечения трех других, в четырехмерном пространстве надо рассмотреть пять взаимно пересекающихся сфер и так далее. Если же хоть одна сфера (или окружность) не разделяет точки пересечения других, то любая сфера (или окружность) – не разделяет точки пересечения оставшихся сфер (окружностей).

Вернемся к вопросу о неподвижных точках. Ответ прост. Симметрия, определенная тремя окружностями А, В, С строится с помощью пар их точек пересечения. Мы установили в 14 что если две пары симметричных точек разделяют друг друга, то у такой симметрии нет неподвижных точек. Если окружность А разделяет точки пересечения В и С – мы имеем дело с окружностями Римана - то две пары точек пересечения любых этих окружностей тоже разделяют друг друга. Следовательно, у симметрии определенной тремя окружностями Римана нет неподвижных точек. Если три исходные окружности А, В, С – окружности Лобачевского, то пары их точек пересечения не разделяют друг друга и неподвижные точки у определенной ими симметрии есть и лежат на окружности, перпендикулярной А, В, С. Как построить эту окружность? Это мы сделаем позднее.

Сейчас мы свяжем с тремя пересекающимися окружностями А, В, С Лобачевского или Римана целое семейство окружностей и пар точек. В начале мы включаем в наше семейство окружностей три исходные окружности А, В, С, а в семейство пар точек – пары точек их пересечения. Затем будем проводить через какую-нибудь пару точек пересечения окружностей А, В, С окружности. Каждую такую окружность мы включаем в наше семейство окружностей. Потом будем проводить окружности через какую-нибудь другую пару точек пересечения и тоже включим их в семейство окружностей. Пары точек пересечения новопроведенных окружностей мы включим в наше семейство пар точек. Если пара точек входит в наше семейство пар точек, мы включаем в семейство окружностей, все окружности проходящие через эту пару. Если две окружности входят в наше семейство окружностей, то пара точек пересечения этих окружностей входит в наше семейство пар точек. Понятно что точки любой пары из нашего семейства – симметричны друг другу, любые две пары точек нашего семейства лежат на одной окружности – разумеется эта окружность входит в наше семейство, любая окружность из нашего семейства переходит в себя при симметрии, определенной А, В, С. Отметим интересное свойство семейства окружностей, определенного тремя окружностями Римана: любые две, входящие в него окружности обязательно пересекаются. И, соответственно – любые две пары точек, входящие в семейство – разделяют друг друга. А в семействе, образованном тремя окружностями  Лобачевского – огромное количество окружностей друг с другом не пересекается и никакие две пары точек семейства не разделяют друг друга.
Мы можем построить аналогичное семейства окружностей и пар точек  и для случая, когда три исходные окружности А, В, С – Евклидовы, т.е. все пересекаются в одной точке. Все пары точек будут иметь при этом одну совпадающую точку – ту точку, в которой окружности А, В, С пересекается. Легко понять, что в семейство окружностей войдут все окружности плоскости, проходящие через общую точку пересечения А, В, С а в семейство пар точек войдут пары вида (Х, Р) где Х – произвольная точка плоскости, а Р – точка пересечения трех исходных окружностей. По аналогии с двумя предыдущими случаями можно считать, что точка Р – симметрична любой точке плоскости. Очень неправильная симметрия, естественней говорить про отображение, стягивающее всю плоскость в точку Р. А может быть, внутри точки Р есть целый мир, который нам кажется очень малым, бесконечно малым, но его обитателям – нет? И в этот мир и отображается симметрично наша плоскость? Это напоминает ситуацию с А-отображением, когда точка А расположена на сфере или окружности. Никакой привычной симметрии три Евклидовы окружности не задают. Зато есть симметрия отображающая их все в прямые: рассмотрим какую-нибудь инверсию с центром в Р – все окружности рассматриваемого семейства перейдут в прямые. Поэтому все равно, что изучать: прямые на плоскости, или окружности, проходящие через фиксированную точку Р.
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В геометрии, когда изучают три пересекающиеся прямые и точки их пересечения, не говорят каждый раз: «рассмотрим три прямые и точки их пересечения» а вводят основную фигуру планиметрии – треугольник. Называя прямые, образующие его сторонами, а точки пересечения этих прямых – вершинами треугольника. Точно также поступим и мы, изучая геометрию окружности: назовем три пересекающиеся окружности и пары точек их пересечения – трехокружником. Окружности, образующие трехокружник будем называть «сторонами трехокружника», а пары точек пересечения этих окружностей «вершинами трехокружника». Стороной треугольника обычно называют не прямую, а отрезок прямой, ограниченный двумя вершинами треугольника. В трехокружнике тоже можно так сделать, назвать стороной не окружность, а некоторые ее дуги, получающиеся в результате пересечения окружности с двумя другими. Но пока нам это не требуется. Можно определить и угол трехокружника: это две пересекающиеся окружности и пара точек пересечения между ними. Сейчас я дам слегка неточный очерк, показывающий сходство между треугольником и трехокружником.
В трехокружнике можно определить высоты. Высотой трехокружника назовем окружность, проходящую через вершину трехокружника и перпендикулярную противоположной стороне трехокружника (т.е. той окружности, которая не проходит через эту вершину трехокружника, подобно тому как вершине треугольника противоположна сторона, на которой она не лежит). Поскольку вершина трехокружника это пара точек, то такая окружность существует и единственна 10. Точно также звучит определение высоты  треугольника. Как и в треугольнике, в трехокружнике есть три высоты. Есть теорема, что три высоты треугольника обязательно пересекаются в одной точке. Аналогичная теорема есть и про трехокружник: три высоты трехокружника обязательно пересекаются в паре точек. Не удивительно, что в паре точек – ведь и вершина трехокружника – пара точек, а не одна. Мы изучаем симметрии, поэтому естественно иметь дело с парами – симметрия разбивает все объекты на пары симметричных.

В трехокружнике можно определить биссектрисы. Мы уже видели, что между двумя пересекающимися окружностями есть две биссектрисы (серединные окружности). Три биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. Три биссектрисы трехокружника пересекутся в двух точках. Здесь есть тонкость: ведь между парой окружностей есть две биссектрисы, и нужно показать, как выбирать нужные биссектрисы. Можно сформулировать так: если биссектрисы двух разных углов трехокружника пересекаются в двух точках, то из двух биссектрис оставшегося угла можно выбрать одну, которая проходит через эту пару точек.

В планиметрии обычно доказывается теорема о точке пересечения биссектрис, и с ее помощью – теорема о точке пересечения высот. Аналогично поступим с теоремами о трехокружнике. Приведем набросок доказательства теоремы о биссектрисах трехокружника. Доказательство теоремы о биссектрисах треугольника основано на том, что биссектриса – геометрическое место точек, равноудаленных от двух сторон треугольника. Тогда точка пересечения двух биссектрис находится на одном расстоянии от первой и второй стороны треугольника, и на одном расстоянии от второй и третьей. Следовательно, она равноудалена от первой и третьей стороны (т.к. эти расстояния, по сказанному – равны расстоянию от второй стороны). Следовательно, точка пересечения биссектрисы между первой и второй сторонами треугольника и биссектрисы между второй и третьей сторонами лежит на биссектрисе между первой и третьей сторонами. 

В геометрии окружности между точкой и окружностью расстояние не измерить. А вот между парой точек и окружностью – можно ввести расстояние, также можно ввести аналог расстояния между двумя парами точек. Мы не будем этого делать, т.к. наглядней понятие угла между окружностями. Оно не обсуждалось ранее: между двумя пересекающимися окружностями есть угол. Его можно определить, как угол между касательными к этим окружностям в точке пересечения. Угол между касающимися окружностями равен нулю, угол между перпендикулярными окружностями – 90 градусов. Угол между окружностями можно определить и не прибегая к помощи прямых. Мы сейчас не будем входить в детали измерения и определения углов между окружностями, нам важно, что такая мера между окружностями есть. Рассмотрим окружность, образующую одинаковые углы с двумя сторонами трехокружника. Несложно доказать, что такая окружность обязательно перпендикулярна одной из биссектрис этих сторон. Мы уже пользовались этим для частного случая: окружности, касающейся двух других, это окружность, образующая с двумя другими сторонами трехокружника один и тот же угол - нулевой. Совсем просто доказывается обратное: если окружность перпендикулярна биссектрисе двух окружностей, то она образует с этими окружностями один и тот же угол. При симметрии относительно биссектрисы, перпендикулярная ей окружность перейдет в себя, а две симметричные биссектрисе окружности поменяются местами, следовательно названный угол не изменится. Аналог в планиметрии: углы при основании равнобедренного треугольника равны и симметричны относительно его биссектрисы. 

Окружности, образующие одинаковые углы с двумя данными называют «изогональными». Проведем теперь какие-нибудь биссектрисы двух углов нашего трехокружника. Как и для любых двух окружностей, можно провести много окружностей, перпендикулярных этим биссектрисам. Из каждой точки плоскости можно провести окружность, перпендикулярную сразу двум этим биссектрисам, все эти окружности – изогональны сторонам одного угла треугольника и сторонам второго угла трехокружника. Следовательно, они изогональны и к сторонам третьего угла трехокружника (доказательство в точности повторяет доказательство для точки пересечения двух биссектрис треугольника, только речь идет не о равенстве расстояний, а о равенстве углов). Итак мы доказали, что любая окружность, перпендикулярная двум биссектрисам – перпендикулярна и третьей биссектрисе. Если две биссектрисы пересекаются в двух точках, то отсюда легко доказать, используя основное свойство перпендикулярных окружностей, что и третья биссектриса проходит через эти две точки. Если же две биссектрисы не пересекают друг друга, то формулировку теоремы следует обобщить. Как это сделать, станет ясно, когда мы узнаем больше о понятии пучка окружностей, которое впервые прозвучало при обсуждении окружностей на сфере. 

Мы говорим о сходстве между трехокружника и и треугольника. Отметим и различие: трехокружник задает симметрию окружностей между собой. Для краткости мы порой будем говорить не «симметрия, определенная трехокружником», а просто «симметрия трехокружника». Треугольник никакой симметрии не задает: ни симметрию окружностей, ни симметрию прямых. 
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Есть интересная задача о трех окружностях, которую впервые решили более двух тысяч лет назад. Сделали это древние греки, больше многих народов любившие заниматься делами, от которых не видно ни малейшей практической пользы. Первым решил ее Аполлоний Пергский и задача носит его имя. Задача эта о проведении окружности, касающейся одновременно трех данных. К ней много подходов, и математики всех времен с удовольствием находили собственный метод. Одним из них был Виетт, чье имя носит теорема о корнях квадратного уравнения. 

Решим задачу Аполлония, используя аналогию между трехокружником и треугольником. Как мы находим окружность, вписанную в треугольник: строим точку пересечения биссектрис, опускаем из нее перпендикуляры на стороны треугольника, основания перпендикуляров (точки пересечения перпендикуляра со стороной, на которую он опущен) и дают нам три точки, лежащие на искомой окружности. Проводим окружность через эти три точки – решение готово. Точно также мы поступим с задачей Аполлония. 
Разберем важнейший частный случай: когда все данные окружности пересекаются и одна окружность разделяет точки пересечения двух других. Образованный ими трехокружник - Риманов. Сначала определимся с числом окружностей, касающихся трех римановых окружностей одновременно. Три окружности Римана разбивают плоскость на восемь частей. Не только для решения задачи Аполлония, но и для понимания симметрии определенной римановым трехокружником важно присмотреться к этим областям. Почему их именно восемь? Каждая окружность разбивает плоскость на две части: внутреннюю и внешнюю. Правда, в рамках геометрии окружности мы не знаем какая из частей какая – где именно внутренность, а где внешность. Ведь нет же у прямой – частного случая окружности - ни внутренности, ни внешности. Есть у прямой правая и левая сторона, но нужно договориться сначала, где правое, а где левое. Внутренность окружности мы узнаем на чертеже, по центру окружности. Точка лежит внутри окружности, если она лежит по одну сторону с ее центром, а вне – если окружность разделяет ее и свой центр. В этом случае точка лежит по одну сторону с точкой, симметричной центру – бесконечно удаленной точкой. Это означает, что точку можно унести от окружности сколь угодно далеко, не пересекая саму окружность. Что мы по правильную сторону клетки.
Чтобы корректно говорить о 8 частях, на которую разбивают плоскость три окружности Римана, надо говорить не о внутренности и внешности, а о разделении точек окружностями. Но позволим себе вольность речи. Итак, каждая окружность разделяет плоскость на две части: точка лежит внутри или вне окружности. Если у нас есть две окружности, то гипотетически возможны 2х2=4 области: в одной находятся точки лежащие внутри обеих окружностей, в другой - внутри первой и вне второй, в третьей – вне первой и внутри второй, в четвертой находятся точки, лежащие вне обеих окружностей. Если две окружности пересекаются, то реализуются все 4 случая. А если окружности не пересекаются, то фактически возможны лишь 3 случая. Легко понять, что если есть три окружности, то гипотетически возможны 2х2х2=8 случая. Они реализуются только если три исходные окружности – Римановы. Если окружности не пересекаются, то возможно куда меньше случаев. Даже если три окружности все пересекаются между собой но образуют трехокружник Лобачевского, то реализуется меньшее количество, случаев. Хотя трехокружник Лобачевского и разбивает плоскость на восемь областей, как и трехокружник Римана, эти области иначе устроены. Кстати, четыре окружности гипотетически могут разбить плоскость на 2х2х2х2=16 областей, но такого никогда не случается. А четыре сферы в пространстве могут разбить пространство на 16 таких областей. Пора заканчивать краткий экскурс в комбинаторику, связанную с геометрией окружности и сфер, в нем много интересных вопросов и на многие из них я не знаю ответов.
Присмотримся к восьми областям, на которую плоскость разбивают три окружности Римана. Мы видим что семь из них ограничены, каждая область - тремя дугами. А восьмая область, состоящая из точек, внешних ко всем трем окружностям – неограниченна. При симметрии, определенной трехокружником все области «выворачиваются наизнанку». Если какая то точка Х лежит внутри одних окружностей и вне других, то симметричная ей точка Y расположена наоборот: вне тех окружностей, внутри которых лежит точка Х и внутри тех окружностей, вне которых лежит Х. Например, точке лежащей внутри всех трех окружностей симметрична точка, лежащая вне всех трех окружностей. Это можно понять, вспомнив, что две пары точек семейства, построенного с помощью Риманова трехокружника – разделяют друг друга, и любая окружность из Риманова семейства окружностей – разделяет любую пару точек Риманова семейства пар точек.
Вернемся к задаче Аполлония. Пусть даны три окружности Римана А, В, С. Они разбивают плоскость на восемь областей. Внутри каждой из семи ограниченных областей можно поместить окружность, касающуюся дуг трех окружностей, границ области. Это ясно интуитивно: будем надувать внутри каждой области воздушный шарик – плоский воздушный шарик – он постепенно коснется границ области и перестанет надуваться (или перестанет быть круглым, но этот случай мы не рассматриваем). Последняя, восьмая область неограниченна, шарик может в ней надуваться до бесконечности, все дальше улетая от наших окружностей. Нужно поступить наоборот – набросить подходящее лассо сразу на три окружности и аккуратно его затянуть.
Теперь построим эти окружности. Точнее – одну из них, лежащую внутри всех трех данных окружностей А, В, С. Поступим с трехокружником также, как мы поступали с треугольником. Проведем биссектрисы каких-нибудь двух углов этого трехокружника, причем возьмем такие биссектрисы, чтобы они обе проходили через выбранную нами область, лежащую внутри всех окружностей А, В, С. Эти две биссектрисы пересекаются в двух точках. Проведем окружность через пару точек пересечения биссектрис и перпендикулярную А. Она пересекается с А в двух точках. Возьмем из этих двух точек ту, которая лежит на границе выбранной нами области. Мы получили одну точку, которая лежит на искомой окружности. Теперь проведем окружность через пару точек пересечения биссектрис и перпендикулярную В, и из двух точек пересечения этой окружности с В возьмем лежащую на границе выбранной области. Мы получили вторую точку, лежащую на искомой окружности. Третью точку мы получим аналогично, опуская перпендикуляр из пары точек пересечения биссектрис на С, третью сторону трехокружника. Проведем окружность через три полученные точки – она и будет искомой. 
Каждый раз, когда мы брали нужную точку из пары точек пересечения, одна точка пары у нас не использовалась. Всего осталось три безработные точки,  соединим их новой окружностью, она касается окружностей А, В, С, охватывая их как лассо. Симметрия, определенная трехокружником А, В, С отражает одну из проведенных касательных окружностей в другую.
Мы выбрали для построения область, лежащую внутри всех окружностей А, В, С. Точно также надо действовать для любой из восьми областей: выбрать пару биссектрис, проходящих через выбранную область, опускать из точек их пересечения перпендикуляры на стороны трехокружника и выбрать из получаемых точек пересечения со сторонами (оснований перпендикуляров) точки, лежащие на границе выбранной области. Заметим, что  через области соответствующие друг другу при симметрии, заданной нашим римановым трехокружником проходят одни и те же биссектрисы, и окружности лежащие в этих областях и касающиеся А, В, С – симметричны друг другу.

Набросаем доказательство. Сначала заметим, что искомая окружность, касающаяся трех данных, обязательно перпендикулярна биссектрисам всех трех углов трехокружника. Потому что окружность, касающаяся двух данных – перпендикулярна биссектрисам данных окружностей. Мы узнали, что не только касающиеся окружности перпендикулярны биссектрисе, но даже все изогональные окружности.
Докажем, что построенная нами окружность S, перпендикулярна биссектрисам. Достаточно доказать, по теореме о биссектрисах трехокружника, что она перпендикулярна двум биссектрисам (разных углов), отсюда следует, что она перпендикулярна и биссектрисе третьего угла, точнее – одной из биссектрис третьего угла. Докажем, что она перпендикулярна проведенной нами биссектрисе между окружностями А и В. Обозначим эту биссектрису Q.

 Для этого достаточно, по основному свойству перпендикулярных окружностей, доказать, что на S есть пара точек, симметричная друг другу относительно Q. Такие точки есть, это именно те две точки, которые мы отобрали из пар точек, полученных при пересечении А и В с перпендикулярами на них. Докажем. Q(A)=B, т.к. Q – биссектриса. Куда перейдет перпендикуляр на А, опущенный из пары точек пересечения Q с другой биссектрисой? Пара точек пересечения Q с чем-либо – остается неподвижной, при симметрии относительно Q. Перпендикулярная к А окружность, проходящая через пару точек на Q при симметрии относительно Q перейдет в окружность, проходящую через эту же пару точек (эти точки остаются неподвижны) и перпендикулярную к симметричной А относительно Q окружности. Это окружность B. Таким образом, перпендикуляр, опущенный из пары точек пересечения двух биссектрис на окружность А, при симметрии относительно Q перейдет в перпендикуляр, опущенный из той же пары точек на окружность В. Мы почти доказали утверждение. Значит, пара точек пересечения А с перпендикуляром, опущенным на А, симметрична относительно Q, с точками пересечения В с перпендикуляром, опущенным на В. Поэтому, выбрав одну точку из первой пары, мы найдем во второй паре точку, симметричную ей, относительно Q. Именно так мы и выбирали точки из пар, указывая, на границе какой области они должны лежать. 
Мы доказали что проведенная нами окружность S перпендикулярна биссектрисе Q угла между А и В. Точно также доказывается, что S перпендикулярна и другим биссектрисам. Докажем теперь, что S ортогональна тем перпендикулярам, которые появляются при построении. Это очень просто: перпендикуляры проходят через пару пересечения двух биссектрис. Любая окружность, перпендикулярная двум пересекающимся окружностям перпендикулярна любой окружности, проходящей через их точки пересечения. Это следует из основного свойства перпендикулярных окружностей. Итак, наша окружность S перпендикулярна перпендикулярам. Вспомним теперь раздел о двойном перпендикулировании и перпендикулярнокасательный признак: если три окружности проходят через одну точку и две из них перпендикулярны третьей, то они касаются друг друга. Рассмотрим проведенный нами перпендикуляр на А, саму окружность А, и S. Перпендикуляр на А перпендикулярен А по определению, перпендикулярен он и S, что мы только что доказали. S по построению проходит через точку пересечения А и перпендикуляра. Следовательно, к трем этим окружностям можно применить перпендикулярнокасательный признак, согласно которому А и S обязательно касаются друг друга. Мы доказали, что А и S – касающиеся друг друга окружности, т.к. S перпендикулярна биссектрисам трехокружника А, В, С, то она касается также В и С. Что и требовалось. 

В самом доказательстве есть неточности. Например, когда мы обсуждали пары точек пересечения в связи с границами области, в которой лежит искомая окружность и выбирали по точки, лежащие на этих границах. Неточности исправить можно, но это займет время. А ведь мы рассмотрели всего один, правда очень важный случай задачи Аполлония: когда три исходные окружности Римановы. Возможны случаи, когда биссектрисы исходных окружностей не пересекаются (уже в трехокружнике Лобачевского этого можно ожидать). Возможно, что и среди исходных окружностей есть непересекающиеся, тогда между ними появляется симметрия не имеющая неподвижных точек. Как искать точки пересечения непересекающихся биссектрис? Как находить точки пересечения окружности с симметрией, у которой нет неподвижных точек? Никак. Надо определить понятие пучка окружностей, которое уже начинает играть роль в наших рассуждениях. Оно обобщает понятие пересекающихся окружностей, мы с ним встречались, рассматривая окружности на сфере, а полностью определено оно будет при изучении движения точек, последовательно отражающихся от двух окружностей. Сейчас мы укажем лишь главное: если какая-то окружность перпендикулярна двум окружностям одного пучка, то она обязательно перпендикулярна всем окружностям этого пучка.
Очень интересен случай, когда три исходные окружности касаются друг друга. В этом случае описанный метод построения окружности, касающейся трех исходных упрощается. Достаточно только провести биссектрисы трех исходных окружностей, и мы найдем точки, через которые проходят искомые, касающиеся их всех, окружности. Таких окружностей всего две и они симметричны относительно окружности, проходящей через три точки касания исходных окружностей. Мы разберем этот случай позднее. А есть ли такое положение исходных окружностей, что нет ни одной окружности, касающейся их всех? А может быть бесчисленное количество окружностей, касающихся трех исходных?

Мы нашли окружность, касающуюся трех данных, используя симметрию относительно окружности, используя понятие биссектрисы между окружностями и проводя окружность через три точки. Аполлоний не принял бы такое решение. И он, и греки его времени искали решение с помощью циркуля и линейки. А как с помощью циркуля и линейки провести осуществить хотя бы инверсию точки, относительно окружности? Как построить с их помощью биссектрису между окружностями? Только провести окружность через три точки с помощью циркуля и линейки несложно. Кстати, провести окружность через три точки с помощью одного циркуля довольно трудно. Наполеон известен среди математиков тем, что предложил краткое решение этой задачи. Что может ответить геометрия окружности на такую критику? Не знает геометрия окружности ни циркуля, ни линейки. И знать не хочет. Но в дальнейшем мы найдем способ осуществлять симметрию точки относительно окружности проводя окружности через заданные точки (всего понадобится провести шесть окружностей через четыре вспомогательные точки) и укажем способ находить биссектрисы между данными окружностями с помощью симметрии. Тем самым наше построение окажется выполнимым с помощью циркуля и линейки. А если у нас есть инструмент, позволяющий проводить окружность через три точки – хватит и его одного.
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На самом деле, в последних разделах 18 и 19 мы занимались моделированием неевклидовых геометрий. Мы сделали даже больше: наметили доказательства теорем про треугольники в этих геометриях. Сразу во всех геометриях. Но как известный литературный персонаж, «мы не знали, что говорим прозой». 
Математики любят моделировать. Представлять одно другим: точку на плоскости представляют парой чисел (координатами), линию на плоскости моделируют уравнением и так далее. Всякое моделирование – порой его называют «реализацией» - связано с переименованием. «Напишем на клетке льва «буйвол», «назовем хвост буйвола хоботом», «назовем точкой пару чисел», и так далее. Удивительно, что такое, казалось бы, пустое жонглирование словами двигало науку и технический прогресс. В данном случае мы издаем указ №1: «Отныне вершины трехокружника мы называем точкой. Все пары точек входящие в семейство пар точек, построенное из трехокружника в 18 отныне также называются точками». Затем издается указ №2: «Все стороны трехокружника называются прямыми. Также, все окружности, входящее в семейство окружностей, построенное из этого трехокружника – называются отныне прямыми», и указ №3: «за границами раздела 21 действие предыдущих двух указов приостанавливается, но может быть возобновлено по особому распоряжению».

Смысл в этих указах есть: часто приходилось говорить о парах точек, а каждая такая пара вела себя как одно целое, как одна точка. Из пары точек опускался перпендикуляр, как будто это не пара, а одна точка, через пару пар проводилась окружность, совсем как через пару точек проводится прямая.  Мы изучали трехокружник как будто он треугольник, а теперь он и называться будет треугольником. 
Вспомним проблему, из-за которой появились неевклидовы геометрии. Вопрос стоял еще со времен Евклида, основоположника последовательного, аксиоматического метода изложения геометрии: вопрос о параллельных линиях. «Пересекутся ли параллельные?» - обсуждают персонажи Достоевского, забывая о своих приключениях и трагедиях: устройство мироздания волнует их сейчас сильнее. В науке выкристаллизовалась более точная формулировка вопроса: пусть даны прямая и точка вне ее. Верно ли, что через эту точку всегда можно провести одну и только одну прямую, параллельную данной прямой? Возможно три  варианта ответа: да, такая прямая существует и единственна; нет, может случиться так, что всякая прямая, проходящая через данную точку пересекает данную прямую; нет, через эту точку можно провести две или больше прямых, параллельные данной. В геометрии Евклида верен первый вариант. Веками геометры пытались доказать, что другого и быть не может, пока в 19 веке не пришли к выводу, что доказать здесь ничего нельзя. Все три варианта могут иметь место. Так появились неевклидовы геометрии. В одной из них, названной в честь Римана – все прямые пересекаются. В ней верен второй вариант ответа. В другой геометрии, названной в честь Лобачевского, - верен последний, третий вариант: в ней через точку можно провести очень много прямых, не пересекающих данную прямую, по некоторым основаниям параллельными в этой геометрии называют не все непересекающиеся прямые, а только некоторые. И через данную точку можно провести две таких параллели данной прямой.
Как ведут себя наши «прямые», т.е. семейство окружностей, порожденное трехокружником. Похожи ли они на обычные прямые? Первым делом, выясним, всегда ли через две «точки» можно провести «прямую». Да, можно: наша «точка» это пара точек, две «точки» - это две пары точек. Через любые две пары точек – проходит одна и только одна окружность (разумеется, все пары точек и окружность должны быть из семейства пар точек и семейства окружностей, порожденных трехокружником, в дальнейшем мы не всегда будем это оговаривать). Поэтому через две «точки» можно провести одну и только одну «прямую». А как «прямые» пересекаются между собой? Если порождающий трехокружник Риманов, то все «прямые» пересекаются между собой (все окружности, порожденные трехокружником Римана – пересекаются). Если мы рассматриваем трехокружник Лобачевского, то не все «прямые» пересекаются, поскольку окружности этого семейства могут и не пересекаться. Пусть нам даны «точка» и «прямая» представляющие пару точек и окружность. Окружности семейства Лобачевского никогда не разделяют пару точек семейства. Через две точки, лежащие по одну сторону от данной окружности, можно провести бесчисленное количество окружностей, не пересекающих данную. Можно также провести через эту пару точек две окружности, касающиеся данную окружность. (Мы пока это не доказали, но это легко понять, начав с какой-нибудь окружности, проходящей через эти точки, плавно меняя ее размер, пока она не коснется данной).  «Прямые», представляющие эти окружности и будут «настоящими параллельными» с данной «прямой» (представляющую окружность, которой они касаются).
Со случаем Евклидова трехокружника мы разберемся позже, одним предложением. Пока сформулируем: «прямые» и «точки» порожденные Римановым трехокружником, ведут себя как прямые и точки геометрии Римана. «Прямые» и «точки», порожденные трехокружником Лобачевского, ведут себя как прямые и точки геометрии Лобачевского. Рассмотрим теперь, как обстоит дело с перпендикулярами и симметриями. Окружность, порожденная трехокружником (не важно каким Лобачевского, Римана или Евклидовым) определяет симметрию в мире окружностей. При этой симметрии окружности, порожденные трехокружником перейдут в другие окружности, но тоже порожденные трехокружником, а пары точек семейства – перейдут в другие пары точек семейства. Мы определим симметрию относительно «прямой» геометрии как симметрию относительно окружности, которую она представляет. При такой симметрии «прямые» перейдут в «прямые» а «точки» в точки. Мы назовем «прямые» перпендикулярными, если перпендикулярны представляющие их окружности. Более того: ранее мы заметили, что между окружностями есть угол. Этот угол можно использовать и как угол между «прямыми». Не удается только сразу понять, как определять расстояние между «точками»,  а свойства окружностей семейства после издания указов №1 и №2 без помех превратились в свойства «прямых».

Итак, мы видим, что семейства окружностей и пар точек, порожденные Римановым трехокружником моделируют геометрию Римана, а семейства окружностей и пар точек, порожденных трехокружником Лобачевского моделируют геометрию Лобачевского. Ранее мы обратили внимание, что семейство окружностей, порожденное трехокружником Евклида при инверсии с центром в общей точке трехокружника (и всего семейства) превращается в прямые евклидовой геометрии, поэтому  Евклидов трехокружник моделирует геометрию Евклида. Заметим, что при этой инверсии пара точек из семейства пар точек превращается в одну точку. Ведь вторая точка во всех парах семейства – одна и та же, она совпадает с общей точкой трехокружника. При инверсии с центром в ней она перейдет в бесконечно удаленную точку, то есть исчезнет из геометрии Евклида. Но, при желании, мы можем воспринимать каждую обычную точку планиметрии как пару: она сама и бесконечно удаленная точка.
Из этого моделирования следует важный принцип: если нам удалось доказать какую-то теорему про трехокружник, то мы можем сформулировать ее как теорему для трех геометрий сразу. Доказав, что биссектрисы трехокружника пересекаются в паре точек, мы доказали, что и в геометрии Римана, и в геометрии Лобачевского, и в геометрии Евклида биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. Если мы докажем, что высоты трехокружника пересекаются в двух точках, то получим доказательство того, что высоты треугольника в любой из этих геометрий пересекаются в одной точке. Мы можем рассматривать и более сложные, чем трехокружник фигуры, составленные из окружностей семейства, порожденных трехокружником, доказывать про них теоремы в геометрии окружности и переносить полученных результат сразу в три геометрии.

Многие теоремы звучат в разных геометриях по-разному. Кроме прозвучавшего вопроса о параллельных на который разные геометрии дают разный ответ, например, в этих геометриях по-разному обстоит дело с суммой углов треугольника. Что это означает для геометрии окружности: что сумма углов между тремя окружностями зависит от того, как эти окружности расположены. Если они все пересекаются в одной точке – то сумма углов равна 180 градусов (кстати, в геометрии Евклида, чтобы доказать этот факт нужно проводить вспомогательную прямую. А для окружностей - достаточно проследить за углами и дугами, ведь между окружностями по углу в каждой точке пересечения  – углы аккуратно собираются в одном месте и результат виден непосредственно). Чтобы установить происходящее с суммой углов трехокружников Римана и Лобачевского достаточно провести всего одну вспомогательную окружность и разница между этими случаями станет очевидной. Но здесь мы не будем это делать. 
Итак, мы показали, что разные геометрии: Римана, Евклида и Римана представляют частные случаи геометрии окружности и могут изучаться ее методами. В физике часто используют довольно непривычные геометрии, их еще называют кинематиками: геометрия Минковского, мир де-Ситтера. Некоторые из них тоже можно описывать методами геометрии окружности. Но тогда надо включить в рассмотрение симметрии окружностей, не имеющие неподвижных точек и здесь мы не будем этого касаться.
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Мы установили, что три любые пересекающиеся окружности А, В, С задают симметрию. При этой симметрии они сами переходят в себя, иначе говоря, они перпендикулярны этой симметрии. Если три исходные окружности – окружности Лобачевского, то у этой симметрии есть неподвижная окружность. Мы показали, что неподвижные точки можно искать как точки касания. Именно, это такие точки Х, в которых три окружности, проведенные через Х и пары точек пересечения А, В, С между собой – будут касаться между собой. Но как построить эту окружность неподвижных точек. Иначе говоря – как построить окружность, перпендикулярную трем окружностям Лобачевского?
Наша идея такова: мы найдем пару симметричных друг другу окружностей. Их точки пересечения обязательно будут лежать на той окружности, относительно которой они симметричны. Найдем еще одну пару симметричных друг другу окружностей, точки их пересечения снова обязательно будут лежать на этой окружности. получим четыре точки, проведем через три из них окружность – она и будет искомой. Заодно, мы получим теорему о том, что четвертая точка (из числа точек пересечения симметричных окружностей) – тоже обязательно лежит на этой окружности.

Сначала мы докажем лемму о симметричных окружностях. Лемма гласит: если две симметричные окружности пересекаются или касаются, то точки их пересечения (или точка касания) неподвижны. Доказательство тривиально. При симметрии пары точек пересечения окружностей перейдет в пару точек пересечения симметричных окружностей. В нашем случае – это та же самая пара точек (т.к. окружности просто поменялись местами). Есть два варианта: каждая из двух точек осталась на месте, что мы и хотим доказать, или, сами точки пересечения перешли друг в друга – поменялись местами. 

Лемма утверждает, что второй вариант невозможен. В самом деле, в таком случае точки пересечения этих двух окружностей – сами симметричны друг другу. Но, в таком случае по основному свойству перпендикулярных окружностей, все окружности, проходящие через них – неподвижны при симметрии, меняющей местами эту пару точек. Но наши окружности, по условию – переходят друг в друга при этой симметрии, следовательно, они сами никак не могут остаться неподвижными. Поэтому второй вариант невозможен. Лемма доказана. Случай, когда окружности касаются тривиален – точка касания переходит в себя, т.к. второй точки касания у окружностей быть не может.
Осталось извлечь из трех окружностей А, В, С какие-то окружности, про которые мы сможем сказать, куда они перейдут при симметрии, обозначим ее h , порожденной трехокружником А, В, С. Извлечь такие окружности мы можем, проводя их через те точки, про которые известно, куда они переходят при этой симметрии. Такие точки у нас есть. Симметрия h меняет местами точки пересечения этих окружностей. Поэтому будем строить окружности, проходящие через точки пересечения. Естественно эти окружности должны перемещаться при этой симметрии, иначе мы не сможем получать нужные нам точки пересечения. Поэтому мы выберем из каждой пары точек пересечения окружностей А, В, С по одной точке и проведем через нее окружность. Она перейдет в окружность, проходящую через невыбранные точки из пар пересечения. Пересечение эти двух окружностей и даст нам две точки, неподвижные при симметрии h. Затем мы выберем из пар по точке другим образом, и снова получим пару окружностей симметричных относительно h. И еще два раз так поступим.
Чтобы уточнить рассуждение, введем обозначения: точки пересечения А и В обозначим АВ и ВА, точки пересечения А и С – АС и СА, точки пересечения В и С – ВС и СВ. 

Проведем окружность через АВ, АС и ВС, она перейдет в окружность, проходящую через h(AB)=BA, h(AC)=CA, h(BC)=CB.

Проведем окружность через АВ, АС и СB, она перейдет в окружность, проходящую через h(AB)=BA, h(AC)=CA, h(CB)=BC.

Проведем окружность через АВ, CA и ВС, она перейдет в окружность, проходящую через h(AB)=BA, h(CA)=AC, h(BC)=CB.

Проведем окружность через АВ, CA и CB, она перейдет в окружность, проходящую через h(AB)=BA, h(CA)=AC, h(CB)=BC.
Я очень надеюсь, что в этом тексте нет опечаток, особенно в наименовании точек, через которые проходят окружности. Можно проконтролировать это несложным подсчетом. Всего три пары точек. Выбрав из каждой пары точек по одной, мы получаем 2х2х2=8 различных окружностей, которые можно провести таким способом. Эти восемь окружностей разбиваются на четыре пары окружностей, симметричных относительно h. Эти четыре пары и были указаны выше. Осталось доказать, что среди этих пар есть по крайней мере две пары, окружности в которых пересекаются. Это несложно сделать, обратив внимание на то, когда пары точек, через которые проходят окружности пары – разделяют друг друга. В этом случае – окружности обязательно пересекаются. Тут не обойтись без простого рисунка трех пересекающихся окружностей 
А, В, С. Из него мы увидим, что в трех парах окружности обязательно пересекутся, а в одной паре – могут и не пересечься. Итак, мы имеем три пары пересекающихся окружностей. У каждой пары окружностей – две пары точек пересечения, всего получается шесть точек, каждая из которых неподвижна при симметрии h. Отсюда следует, что все они обязательно лежат на одной окружности, эта окружность и является искомой окружностью, перпендикулярной А, В, С. 

Итак, мы научились проводить окружность, перпендикулярную всем трем окружностям Лобачевского. Более того, мы доказали, что 6 точек, построенных описанным выше способом – обязательно лежат на одной окружности (перпендикулярной А, В, С). Из построения ясно, что окружность, перпендикулярная А, В, С – единственна. Впрочем, доказать, что не может быть двух окружностей, перпендикулярной трем окружностям сразу (за одним простым исключением, найти которой я предоставляю читателю) можно и более простым способом. Что будет, если исходные три окружности Римановы? Неподвижных точек в этом случае нет. Из леммы о точках пересечения симметричных окружностей следует интересный вывод – при симметрии, порожденной трехокружником Римана симметричные окружности не пересекаются никогда. Ведь если бы они пересеклись – точки пересечения, по лемме, были бы неподвижны. Но неподвижных точек при этой симметрии нет. Значит – не может быть и точек пересечения, значит – окружности не пересекаются. Не могут они и касаться – точка касания была бы неподвижна. Итак, при этой симметрии, симметричные окружности не имеют общих точек. Мы можем построить четыре пары окружностей, как это было описано выше и сформулировать теорему – ни одна пара окружностей не пересекается.

Заметим, что хотя не существует окружности, перпендикулярной им всем, существует симметрия h, при которой все три окружности остаются неподвижны, эту симметрию мы называем перпендикулярной трем окружностям А, В, С. h коммутирует с симметриями, относительно каждой из этих трех окружностей, но пока мы не будем вдаваться в коммутирование симметрий.
Возникает естественный вопрос: а как обстоит дело в случае, когда А, В, С – не все пересекаются друг с другом? Оказывается, в этом случае всегда существует одна окружность, перпендикулярная им всем, и вообще: свойства таких окружностей по большому счету мало отличаются от свойств трехокружника Лобачевского. Но для доказательства этого надо познакомиться со свойствами пучков окружностей, что мы сделаем позже.
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Рассмотрим три взаимнокасательные окружности А, В, С. Это такой интересный трехокружник, или (21) треугольник геометрии Лобачевского, у которого все углы равны нулю. Посмотрим, что естественно считать его высотой, каковы его биссектрисы, и как построить окружность, касающуюся А, В и С.
Ранее вершиной трехокружника мы называли пару точек пересечения двух окружностей. Сейчас у нас нет пары точек, есть всего одна общая точка между двумя окружностями – точка касания. Поэтому трудно говорить о «вершине» такого трехокружника. А вот о высоте – легко. Проведем окружность, касающуюся А и В в точке их касания и ортогональную С. (Легко доказать, и мы это сделаем), что такая окружность существует. Она и будет высотой этого трехокружника, опущенной на С. Биссектрисой этого трехокружника будет, естественно окружность, относительно которой симметрична пара сторон трехокружника, т.е. две из трех окружностей А, В, С при симметрии относительно биссектрисы поменяются местами. Вспомним, что между касающимися окружностями (9) есть только одна биссектриса. Она, разумеется, проходит через точку касания этих двух окружностей. Пусть наша биссектриса меняет местами окружности А и В, тогда она перпендикулярна всякой окружности, касающейся одновременно А и В. Окружность С – касается А и В, следовательно, биссектриса между А и В перпендикулярна С, и в данном случае биссектриса совпадает с высотой трехокружника. 
Этим наш трехокружник напоминает равнобедренный треугольник: в нем тоже биссектриса и высота совпадают. И по той же самой причине: при симметрии относительно высоты, опущенной на свое основание, «бедра» треугольника меняются местами, и сам треугольник переходит в себя. Наш трехокружник напоминает не просто равнобедренный треугольник, но – равноугольный или равносторонний треугольник. Ведь между всеми окружностями, образующими его, - один и тот же, нулевой, угол. В евклидовой планиметрии треугольник однозначно задается своими углами, и все равноугольные треугольники подобны друг другу имеют угол 60 градусов. А в мире окружностей есть множество разных трехокружников, таких, что все углы, между образующими его окружностями равны друг другу. И свойства их весьма различны: скажем рассматриваемый нами равноугольный трехокружник совсем не похож, на равноугольный трехокружник, составленный из трех взаимно перпендикулярных окружностей. Несмотря на все свое несходство – у всех равноугольных трехокружников есть общее свойство – они связаны с тройственной симметрией, о которой речь пойдет далее.

Но вернемся к трем сокасающимся окружностям А, В, С. Для наглядности представим, что все они касаются друг друга извне и между ними есть небольшая область, ограниченная тремя дугами. В детстве многие пытаются «вставить» такую окружность в эту область, она просто напрашивается сама собой. Приспособим для этого рассмотренное в (20) решение задачи Аполлония. Проведем, три биссектрисы данных окружностей, они пересекутся в двух точках: одна лежит внутри указанной области – другая вне, довольно далеко от А, В, С. Следуя предложенному в (20) методу, следует начать опускать перпендикуляры из полученной пары точек на окружности А, В, С. Но, т.к. сами биссектрисы перпендикулярны окружностям А, В, С – то мы уже сделали это. Нужные нам точки – это пары точек пересечения биссектрис с окружностями А, В, С. Выберем из них три точки, лежащие на границе указанной области и проведем через них окружность – она и будет искомой, касающейся А, В, С. Возьмем три оставшиеся точки – окружность, проведенная через них касается А, В, С, охватывая их как лассо.
Проведем через точки касания окружностей А, В, С окружность I. По (13) или (16) она будет ортогональна А, В, С и всем биссектрисам между ними. Поэтому точки пар пересечения биссектрис с А, В, С – симметричны друг другу относительно I. Точно также, пара точек пересечения биссектрис симметрична друг другу относительно I. Отсюда следует, что и две проведенные нами окружности, касающиеся А, В, С – симметричны друг другу относительно I.
Задача решена. Но решенная задача создает новые вопросы. В данном случае – как все-таки построить биссектрису? Вопрос о построении биссектрисы возникал и ранее, но мы его обходили, предполагая: «как-нибудь да сумеем». Теперь мы начнем его разбирать, а продолжим позднее. В данном случае ответ прост: биссектриса между А и В совпадает с высотой, опущенной на С, т.е. с окружностью, касающейся А и В и перпендикулярной С. Как провести высоту? Пусть А и В касаются в точке P. Отразим Р относительно С, получим точку С(P), искомая окружность обязательно проходит через P и С(P). Но по двум точкам окружность не построишь. Как найти еще одну точку, лежащую на нужной нам окружности? Очень частый вопрос геометрии окружности. Часто, отвечая на него надо поискать подходящую окружность, отразить подходящую точку относительно нее и полученная точка и будет требуемой. Сейчас подходит окружность I, как мы уже видели, относительно нее симметричны все окружности чертежа. Наша высота симметрична относительно I тоже (хотя бы потому, что она проходит через точку P и касается в ней А, мы можем применить перпендикулярнокасательный признак). Следовательно она проходит и через I(P). Но I(P)=P и это не дает нам нужной новой точки. Построенная нами точка С(P) лежит на I. Теперь, следуя () мы проведем окружность через С и С(Р) перпендикулярную I. Она и будет искомой. Мы построили высоту, а высота как было доказано – совпадает с биссектрисой. Точно также строятся биссектрисы между В и С и между А и С. 
Приглядимся к этим биссектрисам-высотам внимательней. Каждая из них задает симметрию, при которой одна из трех касающихся друг друга окружностей переходит в себя. Что при этом происходит с тремя точками касания? Та точка касания, через которую проходит биссектриса, остается неподвижна, а две другие точки касания – меняются местами. Обратим внимание, что мы уже сталкивались с симметрией, заданной таким образом в (17), и на то, что три точки касания при симметрии относительно любой биссектрисы трехокружника А, В, С меняются местами, но все время остаются точками касания А, В, С. Отсюда следует, что если отразить точку касания относительно одной биссектрисы, потом относительно другой, затем еще относительно какой-то биссектрисы и так далее – точка касания всегда будет переходить в точку касания. Иначе говоря, любая композиция симметрий относительно биссектрис как-то переставляет местами точки касания. С подобным мы сталкивались, когда говорили о симметриях, связанных с разбиением четырех точек окружности на пары: каждое такое разбиение задает симметрию, как-то меняющую местами эти четыре точки (15) и любая композиция этих симметрий переставляет, но уже не три, а четыре точки. Подобного рода перестановки ограниченного набора элементов очень важны в математике, их изучает теория групп, а мы позднее с их помощью докажем теоремы про окружности.
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Предыдущий раздел можно продолжать по-разному. В нем мы построили окружность, касающуюся трех сокасательных окружностей. Иначе говоря, научились проводить четыре взаимокасающиеся окружности. Эту тему хочется развить: кто в детстве не интересовался такими окружностями? С другой стороны, мы говорили о трехокружнике, все окружности в котором перпендикулярны друг другу. Эту тему тоже следует развить. Взаимно перпендикулярные объекты: прямые, плоскости, окружности, сферы – всегда очень плодотворно изучать. Так была найдена Декартова система координат, без которой не представить современной науки. И композиции симметрий относительно перпендикулярных объектов интересны, они определяют какую-то новую симметрию: композиция симметрий относительно перпендикулярных прямых на плоскости – симметрия относительно точки их пересечения, композиция симметрий относительно перпендикулярных плоскостей в пространстве – симметрия относительно прямой, по которой плоскости пересекаются, композиция симметрий относительно перпендикулярных прямых в пространстве – симметрия, относительно перпендикулярной им обеим прямой. А композиция симметрий относительно перпендикулярных точек… стоп, точки не бывают перпендикулярны друг другу! Хотя, в геометрии Римана…
Начнем с изучения четырех взаимокасающихся окружностей А, В, С, D. (см.%) Подсчитаем число точек касания: их шесть. Любая пара окружностей задает одну точку, а из четырех объектов можно выбрать 6 пар. На плоскости все эти шесть точек мы просто видим, а если мы поинтересуемся пятью взаимокасающимися в пространстве сферами, то без простой комбинаторики нам не обойтись: из пяти сфер выбрать можно 10 пар, каждая пара сфер определяет их точку касания, всего оказывается десять точек касания. Вернемся на плоскость. 
Обозначим 6 точек касания эти окружностей между собой, поскольку нам удобно по названию точки сразу понимать, какие окружности в ней касаются сделаем это так: А и В касаются в точке АВ; А и С в точке АС; А и D в точке АD; В и С в точке ВС; В и D в точке ВD; С и D  в точке CD. Это в самом деле – великолепная шестерка точек. Начнем разбирать ее свойства. Для этого нам понадобится по-разному группировать эти точки. Всего у нас имеется четыре окружности, и как бы мы не выбирали три из них – три выбранные касаются друг друга. Проведем окружность через их точки касания эта окружность перпендикулярна трем выбранным окружностям. Всего мы можем построить четыре такие окружности – каждая из построенных перпендикулярна трем из четырех исходных и каждая из них, как и каждая из исходных – проходит через 3 из 6 названных точек. Только в каждом случае 6 точек по разному разбираются на тройки. Все точки, в названии которых есть одна и та же буква – лежат на одной из исходных окружностей, а все точки, в названии которых нет какой-то одной буквы – лежат на одной из новопостроенных окружностей, ортогональной тем исходным окружностям, чьи буквы представлены в названиях эти трех точек.
Возьмем какие-нибудь три окружности из четырех исходных, например, А, В, С. Они касаются друг друга в точках АВ, ВС, и АС, одна новоопределенная окружность, обозначим ее S, проходит через эти точки. Посмотрим теперь на другую новоопределенную окружность, проходящую через АС. Как указать еще точки, через которые она проходит? В их названии не должно быть буквы D или буквы В. Окружность, проходящую через точки, избегающие буквы D, мы уже провели. Единственная оставшаяся возможность – провести окружность через точки АС, АD, и СD, обозначим ее P. Она имеет с проведенной ранее окружностью S общую точку АС. Что еще можно сказать про окружности S и P? Они обе ортогональны окружности А и имеют с ней общую точку АС. По перпендикулярнокасательному признаку отсюда следует, что они касаются между собой (см %). Совершенно аналогично получаем, что любые две новоопределенные окружности, касаются друг друга.
Итак, мы установили неожиданный факт. На шести точек касания данных четырех окружностей можно построить другие четыре окружности, также касающихся друг друга. Любая окружность первой четверки касающихся окружностей ортогональна трем окружностям второй четверки касающихся окружностей, также и любая окружность второй четверки ортогональна трем окружностям первой четверки. Мы назовем эти две четверки касающихся друг друга окружностей, проходящих через одни и те же шесть точек – дополнительными друг к другу.
Продолжим разбиение наших шести точек (см%). Для этого заметим, что среди этих шести точек есть четверка точек, лежащих на одной окружности. И не одна такая четверка, а целых три. Разумеется, точки входят в эти четверки точек не единожды: каждая точка будет входить в них по два раза: всего шесть точек иначе не смогут образовать целых 3х4=12 элементов. Откуда же появляются окружности, на которых лежит четыре точки из великолепной шестерки? Заметим, что четыре окружности, касающиеся друг друга, можно рассматривать, как две пары окружностей, касающиеся другую пару окружностей. Но мы знаем, что если две окружности касаются двух данных, то возникающие четыре точки – сами лежат на одной окружности. Мы можем рассматривать окружности А и В, как данные, С и D как касающиеся их, тогда точки касания А и С, А и D, В и С, В и D – лежат на одной окружности. Заметим, что поскольку А и В сами касаются друг друга, то все окружности, касающиеся их лежат в одной семействе, поэтому нет нужды разбирать разные случаи расположения В и D (9). В наших обозначениях: точки АС, АD, ВС, BD – обязательно лежат на одной окружности. Четыре исходные окружности А, В, С, D можно разбить на пары окружностей (2 данные и 2 касающиеся их) тремя способами, и каждый такой способ указывает окружность, на которой лежат 4 из шести великолепных точек. Выпишем все три эти четверки точек:

АС, АD, ВС, BD – лежат на одной окружности обозначим ее S1.
AB, AD, СB, CD - лежат на одной окружности обозначим ее S2.
АВ, АС, BD, CD - лежат на одной окружности обозначим ее S3.
Легко понять (или вглядеться в обозначения), что любые две из трех окружностей пересекаются в двух точках, как было подсчитано ранее, каждая точка великолепной шестерки лежит ровно на двух из трех построенных окружностей. Что можно еще сказать про взаимное расположение окружностей S1, S2, S3?
Есть удивительный факт, который пока мы примем без доказательства – окружности S1, S2 и S3 – все перпендикулярны друг другу. Пока же заметим: если мы исполним симметрию трехокружника S1, S2, S3, то точки в парах пересечения этих трех окружностей – поменяются местами, и окружности, построенные на точках пересечения S1, S2, S3 – меняются местами между собой (мы уже использовали это в (22)). При этом четверка взаимокасающихся окружностей переходит в дополнительную к ней четверку.
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В геометрии окружности биссектрисы играют роль, пожалуй, большую, чем в геометрии прямых. Мы ввели это понятие в (9) использовав свойства касающихся окружностей. Мы определили биссектрису между А и В как такую окружность или симметрию относительно которой А и В симметричны. Но, строго говоря – неясно даже существуют ли такие окружности? Мы выполняли многие построения, проводя биссектрисы. Особенно часто это требовалось в задаче Аполлония. Но только в (23) мы немного обсудили, как построить сами биссектрисы. Сейчас мы их изучим более пристально. 
Проведем окружность Р, перпендикулярную А и В. Обозначим точки ее пересечения с А как АР и РА, с В как ВР и РВ. Пусть у нас есть некая симметрия окружностей h, при которой пара точек пересечения А и Р переходит в пару точек пересечения В и Р. Куда при ней перейдет окружность А? окружность h(Р)=P т.к. на P лежат пары симметричных точек. Следовательно, h(А) перпендикулярна  Р (т.к. сама А перпендикулярна Р). Нам известна пара точек, в которых h(A) пересекает Р, это РВ и ВР (т.к. это по определению образы точек пересечения Р и А). В также пересекает Р в этих точках и перпендикулярна Р. Следовательно В совпадает с h(A) (т.к. через две фиксированные точки на Р проходит только одна окружность, перпендикулярная Р). Итак, мы доказали, что любая симметрия окружностей, отображающая пару точек АР и РА в пару точек ВР и РВ отображает А в В. Такие симметрии окружностей мы называем биссектрисами между А и В. Мы только что доказали, что биссектрисы существуют. Сколько биссектрис мы нашли? 

У нас есть две пары точек, лежащих на одной окружности Р, сколько существует симметрий окружностей таких, что одна пара точек симметрична другой паре точек? Чтобы однозначно определить симметрию (14), достаточно указать, какая точка второй пары симметрична первой точке первой пары. Ясно, что есть два подходящих варианта: либо первая точка второй пары, либо вторая точка второй пары. При этом вторая точка первой пары перейдет в оставшуюся точку второй пары. Итак, мы нашли две биссектрисы между А и В. Обозначим одну из h1, вторую h2. 

Пусть h1(AP)=BP, h1(PA)=(PB); h2(AP)=PB, h2(PA)=(BP). Выясним, нет ли среди найденных h1 и h2 симметрии, у которой нет неподвижных точек и как это связано с расположением окружностей А и В? Для этого вспомним (15), что четыре точки на окружности можно разбить на пары тремя способами, и только в одном случае из трех, образовавшиеся пары точек будут разделять друг друга. 
Рассмотрим все три возможные разбиения фигурирующих точек на пары:

АР и РА; ВР и РВ

АР и ВР=h1(AP); РА и РВ=h1(PA)

АР и РВ=h2(AP); РА и ВР=h2(PA)

Разумеется, это лучше рассматривать, сделав на бумаге хотя бы самый плохой рисунок окружностей А, В, Р и их точек пересечения. Он скажет все куда ясней словесных комментариев. Но я продолжу комментарии. Если пары АР и РА; ВР и РВ (первая строчка) разделяют друг друга, то две оставшиеся – нет. В этом случае h1 и h2 – симметрии, у которых есть неподвижные точки и эти неподвижные точки лежат на неподвижных окружностях, которые мы и называем биссектрисами А и В. Также отсюда следует, что окружности А и В – пересекаются. (т.к. точки их пересечения с Р разделяют друг друга) . Докажем обратное – если А и В пересекаются, то точки их пересечения с Р разделяют друг друга. В самом деле: А и В обе перпендикулярны Р, следовательно точки их пересечения лежат по разную сторону от Р и три окружности А, В, Р – Римановы. Но в Римановом трехокружнике любые пары точек пересечения разделяют друг друга, следовательно пары АР и РА; ВР и РВ – разделяют друг друга, а пары, указанные во второй и третьей строчках – не разделяют друг друга, и, соответственно, симметрии h1 и h2 имеют неподвижные точки и есть две окружности, относительно которых А и В симметричны, окружности эти называются биссектрисами. Что и требовалось. Итак, мы доказали то, чем без доказательства пользовались в (9) – что две любые пересекающиеся окружности имеют две биссектрисы, относительно которых они симметричны, и которые по своим свойствам напоминают биссектрисы между двумя прямыми. 
Предположим теперь, что пары, указанные в первой строчке: АР и РА; ВР и РВ не разделяют друг друга. В этом случае во второй или в третьей строчке указаны пары точек, разделяющих друг друга и потому одна из симметрий h1 или h2 (та при которой пары симметричных точек разделяют друг друга) – не имеет неподвижных точек. Что нам это говорит о расположении окружностей А и В? То, что они не пересекаются. Могут ли они касаться? Об это чуть позже. Остался случай, когда А и В не имеют общих точек. Мы доказали, что в этом случае есть две симметрии h1 и h2, относительно которых А и В симметричны, и одна из этих симметрий не имеет неподвижных точек, а другая – имеет неподвижные точки, образующие окружность. Эту окружность мы и называли в  (9) биссектрисой между не имеющими общих точек окружностями А и В, она возникла как место касания окружностей-лепестков. Называть ли симметрию между А и В, у которой нет неподвижных точек биссектрисой или не называть (странно все же называть биссектрисой и не связывать с ней никакой линии: окружности, прямой) – вопрос формализма, который пока не представляется существенным. Главное, чтобы из контекста было ясно, что имеется в виду.
В ходе рассмотрения у нас мелькнул вопрос о случае, когда А и В касаются друг друга. Он остался без ответа. Вопросы без ответа настораживают математиков. В данном случае вопрос указывает на существенную неполноту и неточность нашего рассмотрения. В самом деле, мы говорили о «паре точек пересечения между А и перпендикулярной ей Р» о другой «паре точек пересечения между В и перпендикулярной ей Р» и решили, что в двух парах точек совокупно – четыре точки. Эти четыре точки мы затем разбивали на пары. Сначала из такого разбиения мы нашли h1 и h2, затем обнаружили свойства окружностей А и В – пересекаются они или нет. Тут-то и мелькнул вопрос о касающихся окружностях. Наша неточность в уверенности, что в двух парах точек совокупно четыре точки. Это – естественное решение, но скоропалительное: мы не учли, что среди точек, входящих в пары могут быть совпадающие. Точки пересечения А и перпендикулярной ей Р не могут друг с другом совпадать, как и точки пересечения В с Р. Если обе точки пересечения А с Р совпадают с точками пересечения В и Р то А совпадает с В, а этот случай мы не рассматриваем, мы ищем биссектрису между разными окружностями. Но одна из точек пересечения А с Р вполне может совпасть с одной из точек пересечения В с Р, например АР может совпасть с ВР. Что в этом случае можно сказать про расположение окружностей А и В? Согласно перпендикулярно-касательному признаку, если окружность, перпендикулярная двум другим, пересекает их в одной и той же точке, то окружности, которым она перпендикулярна – касаются друг друга в этой же  точке. Здесь именно такой случай Р перпендикулярна А и В, и пересекает их в одной точке, потому – А и В касаются друг друга в этой точке.
Найти симметрию между А и В нам поможет то, что три точки – тоже задают симметрию между окружностями (17). Обозначим «совпавшую точку двух пар» буквой Q, а не совпавшие PA и РВ. Рассмотрим симметрию h, при которой Q – неподвижна и PA симметрична PB. Такая симметрия существует и единственна, у нее есть неподвижные точки (17).
Итак, мы строго обосновали, сказанное в (9), что между двумя пересекающимися окружностями есть две биссектрисы, между касающимися окружностями есть одна биссектриса, а между двумя окружностями, не имеющими общих точек есть одна биссектриса (окружность, относительно которой две данные меняются местами) и одна симметрия без неподвижных точек, относительно которой данные окружности симметричны (симметричные относительно нее точки демонстрируются пересечением окружностей-обручей). Мы не доказали, что других симметрий-биссектрис, меняющих местами данные окружности А и В – нет, как бы они ни были расположены. Доказать это нетрудно, можно доказать это, рассматривая Р, перпендикулярную А и В и то, куда она может перейти при симметрии относительно биссектрисы А и В. Или обратив внимание на следующее: если h1 и h2 – биссектрисы между А и В, то и h1(h2), h2(h1) – биссектрисы между А и В. Новополученные биссектрисы также можно отражать друг относительно друга, получая все новые и новые биссектрисы. Но рассмотрение простейших свойств расположения окружностей опровергает такое нашествие биссектрис в двумерной геометрии.
И как и в случае с подсчетом числа точек в двух парах – мы торопимся. Нашествия биссектрис может и не произойти. В том случае, если h1(h2)=h2 т.е. если h1 и h2 перпендикулярны друг другу. Именно так и обстоит дело в тех случаях, когда А и В – пересекаются или не имеют общих точек – две имеющиеся между ними биссектрисы обязательно перпендикулярны друг другу, и потому размножения биссектрис не происходит. Заметим, что если А и В пересекаются то любая биссектриса обязательно проходит через их точки пересечения (по лемме о двух симметричных окружностях 22), после этого совсем просто доказать, что биссектрисы двух пересекающихся окружностей – перпендикулярны. Мы не будем этого делать, удовольствуемся пока рассуждением, что перпендикулярность биссектрис возникает из-за необходимости подавить их размножение. Это рассуждение хорошо тем, что его можно применить и к случаю непересекающихся окружностей. Ситуация с биссектрисами h1 и h2 станет вполне ясна в следующих разделах, когда мы подробней рассмотрим понятие коммутирующих симметрий и преобразований.

Рассмотрим более сложный и существенный сейчас вопрос: как построить биссектрисы двух данных окружностей? Пользуясь лишь симметрией точки относительно окружности и проводя окружности через три данные точки. Разумеется, вопрос имеет смысл, если речь идет о биссектрисе, имеющей окружность неподвижных точек, а не о той симметрии, которая меняет местами А и В, но сама не имеет неподвижных точек. «Построить биссектрису» означает провести окружность, относительно которой А и В симметричны. Разберем случай, когда А и В пересекаются. В этом случае мы уже знаем две точки, лежащие на их биссектрисе – это точки их пересечения. Как найти еще хотя бы одну точку, лежащую на биссектрисе? Через три точки мы уже сможем провести окружность-биссектрису. Вспомним о Р, окружности, перпендикулярной А и В и ее точках пересечения с А и В. Они помогли нам найти биссектрисы, сейчас они помогут ее построить. Возьмем точки АР и ВР и проведем через них и одну из точек пересечения А и В окружность. Одна из биссектрис между А и В меняет местами эту пару точек, следовательно, эта биссектриса перпендикулярна всем окружностям, проходящим через АР и ВР, в том числе и проведенной окружности. Отразим вторую точку пересечения А и В относительно проведенной окружности. Т.к. биссектриса ей перпендикулярна, то эта точка перейдет в точку, снова лежащую на биссектрисе. Мы получили три точки, (две точки пересечения А и В и новопостроенная точка), лежащие на биссектрисе А и В. Проведем через них окружность – они и будет искомой. Заметим, что пользуясь симметрией относительно этой биссектрисы и перпендикулярнокасательным признаком, легко доказать, что окружность, проходящая через одну из точек пересечения А с В, АР и ВР касается окружности, проходящую через эту же точку пересечения А с В, РА и РВ. Как провести вторую биссектрису между А и В? Сделать все тоже самое, но начать с точек АР и РВ. 
Как построить биссектрису двух касающихся окружностей А и В? Способ можно извлечь из рассмотренного в (23) трехокружника с нулевым углом. Как проводить биссектрису двух окружностей, не имеющих общих точек? Отложим этот вопрос, поскольку мы еще не пользовались такой биссектрисой для решения задач на построение. Мы вернемся к нему, обсудив понятие пучка окружностей.
 В движенье мельник жизнь ведет
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Раньше симметрия была для нас важнейшим, но вспомогательным приемом, для изучения геометрии окружности. Теперь мы будем все больше и больше изучать сами симметрии, а наглядные геометрические объекты: точки, окружности, прямые будут играть служебную роль. Мы будем изучать композиции, то есть последовательное применение симметрий: сначала симметрия относительно А, затем симметрия относительно В, затем симметрия относительно С, и так далее. Куда при этом попадет объект Х? Можно представлять Х бильярдным шаром, отражающимся от краев стола, причем стол может не только прямоугольной формы. А можно представлять такую композицию симметрий как отражение пальца в системе зеркал.
Если симметрия сохраняет какие-то свойства объектов: длины, углы, касание окружностей, перпендикулярность, то и композиция симметрий сохраняет эти свойства. Более того, бывает так, что композиция симметрий сохраняет свойства объектов, которые сама симметрия не сохраняет. Мы уже говорили про ориентацию точек на плоскости: каждая симметрия относительно прямой меняет ориентацию точек на противоположную, поэтому композиция двух таких симметрий оставляет ориентацию неизменной – также минус на минус дает плюс или двойное отрицание равносильно утверждению. Свойства объектов, которые не меняются после симметрии, называют инвариантом, в переводе слово «инвариант» и означает «неизменное».

Композиция симметрий обычно сама не является симметрией. Скажем композиция симметрий относительно двух параллельных прямых – параллельный перенос, как и композиция центральных симметрий относительно точек. Композиция симметрий определяет движение, или преобразование объектов при котором многие их свойства сохраняются. В (11) был выдвинут тезис: «симметричное симметрично симметричному». При движениях или преобразованиях, то есть при многократном применении симметрий, симметричное будет преобразовываться в симметричное. Таким образом свойство объекта «быть симметричным» - является инвариантом. 

Когда мы приходим в незнакомое место, мы можем заблудиться и захотеть вернуться обратно. Иногда это не просто. Точно также математики, изучая движения, интересуются: как вернуться обратно? Если мы сделали какое-то преобразование f и все объекты как-то переместились, как нам «вернуть сразу и все обратно»? Если при преобразовании f какие-то объекты слиплись: мы преобразовывали кусочек хлеба, слепив из мякиша фигурку, или просто склеили листок бумаги – это не получится. Но если при нашем преобразовании f объекты не слипаются, т.е. разные объекты переходят в разные объекты то их можно «вернуть обратно».  Преобразование, возвращающее все обратно, принято так и называть «обратным преобразованием». Если мы последовательно применим к произвольному объекту Х преобразование f, а затем обратное к f преобразование (обозначим его g) то получим тот же самый Х – g(f(X))=X. Заметим еще, что преобразование «обратное к обратному» - это исходное преобразование, иначе говоря. если мы к объекту Х сначала применим обратное преобразование, а затем – исходное, то объект Х также вернется на свое место: f(g(X))=X.
Раньше мы ставили вопрос так: куда перейдет Х под действием преобразования f? f(X)=? Или так: куда перейдет объект Х если сначала передвинется под действием преобразования f, а потом под действием другого преобразования h? h(f(X))=? Теперь, ведя жизнь как мельник из песен Шуберта, в движении, мы интересуемся не столько объектами, сколько движениями-преобразованиями и вопрос ставим иначе: какое преобразование получится в результате последовательного применения двух других? Пока это всего лишь игра слов. Мы вводим новый знак * для обозначения композиции преобразований f и h и пишем: h*f=t имея в виду, что для всех X - h(f(X))=t(X). Например, если первое преобразование f – «пройти километр на восток», а второе, h – пройти километр на юг, то результатом их композиции будет преобразование h*f=t= «пройти на юговосток». Какое расстояние пройти? это надо уточнить, используя длину диагонали квадрата. А вот если второе преобразование h – «пройти километр на запад», то композиция h*f=t= «остаться на месте»: если пройти километр на восток, а потом километр на запад, то вернемся туда, откуда вышли. Индусы придумали специальный знак нуля, знак, выражающий отсутствие числа, или такое число, от прибавления которого ничего не меняется, математики всего мира подхватили изобретение индусов, а позднее придумали знак «e» для преобразования, при котором ничего не меняется, все остается на своих местах для любого Х - е(Х)=Х. Тогда последний случай можно записать так: f*h=e. Это верно всегда, если h – обратное преобразование к f. «Е» еще называют «тождественным движением», имея в виду тождество: е(Х)=Х.
Если мы имеем дело с симметриями, то кое-что упрощается. Любая симметрия «обратна сама себе» т.е. если А – симметрия, то А(А(Х))=Х или, пользуясь новым обозначением А*А=е. Мы уже говорили об этом в (9), отображения с таким свойством называются инволютивными. Если у нас есть какая-то композиция симметрий, например f=A*B*C*D*A*K то обратное этой композиции преобразование будет g= K*A*D*C*B*A – те же самые симметрии, но примененные в противоположном порядке, запись f надо просто прочитать в обратном порядке. А если мы прочитаем в обратном порядке запись g то получим, естественно, запись f.
Мы говорили о геометрических преобразованиях, порожденными симметриями. Но преобразовываться могут не только геометрические объекты. Если командир будет отдавать команды роте солдат: «подъем», «заправиться», «взять винтовку», «положить» винтовку» - то преобразовываться будут солдаты. Точно также могут преобразовываться ученики в классе по требованиям учителя, или музыканты в оркестре под командой режиссера, или слушатели – под действием музыки, а читатели – под действием чтения. А если мы переставляем буквы в слове или слова в предложении – мы преобразуем эти буквы или слова. Если мы начнем переставлять буквы в словах, то будем получать, как правило, бессмыслицу. Попробуйте переставлять буквы в слове «УЗОР». «ЗУОР» - ничего нам не говорит. Но переставив буквы в обратном порядке, мы получим слово «РОЗУ». Итак, есть одна перестановка, превращающая слово «узор» в другое осмысленное слово. Что мы получим, если еще раз применим эту перестановку? Снова слово «УЗОР». Эта перестановка оказалась инволютивной: буква «У» меняется местом с буквой «Р», а буква «О» с буквой «З». Раньше у нас были две пары симметричных точек, а сейчас у нас появились две пары симметричных букв.
Изучение преобразований может показаться довольно абстрактным делом. Есть специальный раздел в математике, занимающийся этим - «теория групп». Знание «теории групп» не нужно, для понимания этой части книги, наоборот, внимательно прочитав ее вы узнаете основания этой теории и ее методы. Как ни странно, именно исследуя довольно абстрактную науку композиции преобразований, и удается построить нерушимую мельницу для создания эстетически значимых образов. Благодаря этому и можно говорить не просто о геометрии окружности, но об эстетической геометрии – науке, изучающей симметрии, существенные для эстетики.
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В (9) был декларирован важнейший принцип: симметричное симметрично симметричному. Это – общий принцип, он действует в мире любых симметрий: симметрий цветов, звуков, в самых абстрактных разделах математики и физики. Сейчас мы применим и уточним его применительно к геометрии.

Пусть у нас есть симметрия А, у этой симметрии есть неподвижные точки Х, т.е. А(Х)=Х. Это может быть симметрия относительно прямой, окружности, плоскости, сферы, точки, или еще какая-то, пока неизвестная нам симметрия. Нам важно, что эту симметрию можно задать ее неподвижными точками – зная их, мы можем найти для любой точки Y симметричную ей относительно А точку А(Y). Именно это мы и делаем, когда говорим о симметрии относительно «чего-то». Это «что-то» и есть фигура, образованная неподвижными точками симметрии, – прямая, точка, окружность, сфера. Мы будем теперь, как и раньше, обозначать одной буквой и симметрию А, и фигуру (множество), образованную точками, неподвижными при этой симметрии.
Пусть у нас есть и симметрия Р, и мы можем найти, куда перешла фигура А, при симметрии Р, т.е. можем изобразить фигуру Р(А). Но эта фигура тоже образована неподвижными точками какой-то симметрии. Например, окружность, после симметрии относительно окружности – переходит в новую окружность, которая определяет какую-то симметрию. Что можно сказать об этой симметрии? Как, зная симметрии А и Р описать симметрию относительно Р(А)? Применим принцип: симметричное симметрично симметричному. Пусть есть какая-то точка Y и точка Z симметрична ей относительно Р(А). Применим симметрию Р, и получим, что Р(Y) и P(Z) симметричны относительно P(P(A))=A. Как, зная Y найти теперь Z? A(P(Y))=P(Z) (потому что из-за принципа P(Y) и P(Z) симметричны относительно А), следовательно Z=P(A(P(Y))). Мы выразили Z используя только симметрии относительно Р и А, значит мы можем выразить симметрию относительно P(A) через композицию этих симметрий: P(A)=P*A*P. Обратите внимание, теперь Р(А) означает не фигуру (окружность), а симметрию, которую задает эта фигура!
Мы можем немного усложнить задачу. Пусть у нас есть преобразование f, полученное в результате последовательного применения нескольких симметрий, и нам интересно, какую симметрию задает f(A). Потребуется модифицировать наш принцип, но не сильно, теперь он звучит так: «при композиции симметрий симметричное переходит в симметричное». Мы уже обсуждали это, говоря про инвариант: если какое-то свойство фигуры сохраняется при симметриях, то оно сохраняется и при их композиции. Пусть точки Y и Z симметричны относительно f(A). Введем еще обозначение для движения, обратного к f – g: g(f(X))=Х для всех Х или, в новых обозначениях f*g=e=g*f. Подействуем на Y, f(A) и Z этим движением g, мы получим: g(Y), g(f(A))=A, g(Z). По модифицированному принципу g(Y) и g(Z) симметричны друг другу относительно А т.е. g(Z)=A(g(Y)). Теперь применим движение f, f(g(Z))=f(A(g(Y)). Т.к. f и g – взаимообратные движения, то левая часть равна Z, мы получили, что Z=f(F(g(Y)). Итак мы если мы умеем осуществлять движение f, обратное к нему движение g и симметрию А, то мы можем находить и симметрию относительно f(A). В новых обозначениях f(A)=f*A*g где g – движение, обратное к f. Опять-таки f(A) обозначает не фигуру, а симметрию, заданную этой фигурой. Предыдущий результат оказывается частным случаем полученного, тогда мы предположили, что f не произвольная композиция симметрий, а – симметрия Р. Симметрия обратна сама себе Р*Р=е, поэтому мы могли не вводить специальное обозначение для движения, обратного к Р – оно совпадает с Р! 
Элемент f*h*g, полученный из исходного h с помощью взаимообратных движений f и g в теории групп называется сопряженным с h элементом. В эстетической геометрии мы по преимуществу рассматриваем случаи. когда h – какая-то симметрия.
Теперь обсудим понятия коммутативности или коммутируемости, мы упоминали его в (10), определяя перпендикулярные окружности. В школе его еще называют «перестановочным законом умножения и сложения». Некоторые действия неважно в каком порядке совершать. Например, неважно, что сделать в начале, готовя растворимый кофе: налить в чашку кипяток, а потом насыпать кофе, или сначала насыпать кофе, а потом налить кипяток. Но так бывает редко. Гораздо чаще – порядок имеет значение: если мы вначале выпьем чашку кофе, а потом положим в чашку сахар, результат будет не тот, что если мы вначале положим в чашку кофе сахар, а потом выпьем. Неважно в каком порядке одевать носки и рубашку. Но важно не одеть сначала пиджак, а потом рубашку, трусы одевать после штанов тоже не принято. Итак, если две операции, два движения, две функции неважно в каком порядке осуществлять – они называются коммутативными или коммутирующими. Это можно выразить так: движения (преобразования, симметрии, функции) коммутируют тогда и только тогда, когда f*h=h*f.
Отсюда легко видеть, что две перпендикулярные окружности (или прямые) А и В определяют коммутирующие симметрии. Если А(В)=В, то, по изложенному ранее А*В*А=В, домножим справа на А и получим А*В=В*А, что и требовалось. Также, если  симметрии А и В коммутируют, то А(В)=В, т.к. А*В*А=В. Разумеется, в последних равенствах есть смысл, только если В – симметрия, имеющая неподвижные точки, иначе выражение А(В) просто лишено смысла т.к. в этом случае В не представляет никакой объект. Но выражение A*B*A – имеет смысл всегда.

Пусть А – некоторая окружность, а f – произвольная композиция симметрий. f в этом случае можно выразить последовательностью симметрий относительно В, С, D…L. Пусть, например, f= B*C*D*K*B. Тогда обратный элемент к f записывается так: g=B*K*D*C*B. Убедимся: f*g= (B*C*D*K*B)*( B*K*D*C*B)=e, т.к. если мы начнем раскрывать скобки посередине нашего выражения мы сможем сократить вначале В*В=е, затем K*K=e,  так все выражение. Поэтому f(A)= (B*C*D*K*B)*A*(B*K*D*C*B) иными словами, f(A) записывается выражением читаемым одинаково справа и слева, в центре которого стоит А. Если мы начнем считать f(A)*f(A) подставив вместо f(A) такое выражение, то все скобки сократятся и мы убедимся, что f(A)*f(A)=е, как и должно было быть, ведь f(A) определяет симметрию, относительно фигуры, в которую перешла А под действием преобразования f. Любая симметрия – инволютивна. 
Запомнить сказанное просто: чтобы записать композицию симметрий, обратную к данной, надо прочитать запись данной композиции в обратном порядке: справа налево. Результат действия преобразования на симметрию всегда сам записывается симметрично: откуда такой элемент не читай, справа или слева – получается одно и тоже. Понятно, что так может быть если в записи нечетное число букв. 
Запомним еще, что в записи композиции преобразований скобки можно ставить и раскрывать как угодно. Иными словами, для любых трех преобразований f, g, h (f*g)*h=f*(g*h) (а переставлять местами элементы в композиции можно, только если они коммутируют). Раз скобки можно вставлять и убирать как нам угодно – их можно и вообще не писать. Но, когда мы хотим показать, откуда берется та или другая длинная композиция симметрий нам удобно использовать скобки. Скобки помогают пониманию, и не мешают вычислению – для вычисления их часто удобно переставить. То, что со скобками можно так обращаться называют законом ассоциативности, точнее им называют правило (f*g)*h=f*(g*h), а оно следует из определения композиции преобразований.

Отметим еще полезное свойство коммутирующих элементов. Если преобразования f и h коммутируют с преобразованием g, то их композиция обязательно коммутирует с преобразованием f*h. Доказательство тривиально: g*(f*h)=(g*f)*h=(f*g)*h=f*(g*h)=f*(h*g)=(f*h)*g. Что и требовалось. Первое равенство следует из ассоциативности композиции, второе из данной по условию коммутативности g и f, третье – снова из-за ассоциативность и так далее.
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Шубертовский мельник любил смотреть на движение воды. Это может показаться бесцельным, как наши новые обозначения, правила обращения с композицией, понятие коммутативности, закон ассоциативности, определение сопряженных элементов. Пока непонятно, к чему вводить такие обобщения. Вода приводит в движение мельницу, рассматриваемые нами понятия помогут разобраться с законами симметрий и научат нас создавать изящное. Мы начнем изучать свойства взаимоперпендикулярных объектов и симметрий с ними связанных: двух перпендикулярных прямых на плоскости, трех перпендикулярных плоскостей в пространстве, двух и трех перпендикулярных окружностей на плоскости и очертим, как эти свойства переносятся в пространства высших размерностей.
Прежде всего, заметим, что если две симметрии коммутируют, то их композиция обязательно определяет какую-то новую симметрию. Если А*В=В*А, то (А*В)*(А*В)=е (раскроем скобки, переставим сомножители и сократим стоящие рядом симметрии – у нас ничего не останется). Обозначим А*В=С, мы доказали, что С*С=е, иными словами, что С – инволютивно. Но как договорились в (11) симметрией мы называем инволютивное преобразование, при котором симметричное переходит в симметричное. При композиции любого числа симметрий симметричное переходит в симметричное и потому С – не только инволюция, но и симметрия. Относительно чего? Мы увидим это на примерах.
Пусть А и В – две перпендикулярные прямые, а О – точка их пересечения. Тогда композиция симметрий относительно А и В - поворот относительно О на 180 градусов, иначе говоря – центральная симметрия относительно О. Пусть Х произвольная точка, тогда точки Х, А(Х), В(А(Х)), А(В(А(Х))) – образуют прямоугольник, стороны которого параллельны А и В, и точка В(А(В(А(Х)))) совпадает с Х. Воспользуемся новыми обозначениями: В*А=А*В=О (О здесь обозначает центральную симметрию с центром в О). Домножая (используя ассоциативность композиции) получим А=О*В, В=О*А и А*В*О=е. Во всех случая все элементы коммутируют. Мы видим. что композиция симметрий относительно прямой и лежащей на ней точки есть симметрия относительно прямой, перпендикулярной исходной прямой и проходящей через данную точку. Это позволяет нам описывать геометрию «символически» или «алгебраически» - вместо того. чтобы говорить о перпендикулярных прямых или точках, лежащих на прямой, мы можем говорить о симметриях, определенных точками и прямыми. Если эти симметрии коммутируют, то определяющие их объекты перпендикулярны (если речь об осесимметриях) или один объект лежит на другом (если речь об осесимметрии и симметрии относительно точки). Перейдем теперь в трехмерное пространство, пусть А, В, С – три взаимоперпендикулярные плоскости.
Пусть Х – произвольная точка пространства, тогда под действием симметрий относительно А, В, С (отражаясь от этих плоскостей) Х будет двигаться по ребрам параллелепипеда, стороны которого параллельны А, В, С. А*В=В*А и будет симметрией относительно прямой. по которой пересекаются плоскости А и В, тоже самое можно сказать и про В*С=С*В и А*С=С*А. Чему равна композиция А*В*С? А*В есть симметрия относительно прямой, по которой пересекаются А и В, эта прямая перпендикулярна С (т.к. все плоскости перпендикулярны друг другу). Композиция симметрий относительно прямой и перпендикулярной ей плосокости – симметрия относительно точки их пересечения, итак А*В*С – симметрия относительно точки пересечения всех трех плоскостей. Если мы введем трехмерную систему координат, так, чтобы оси координат совпали с прямыми, по которым пересекаются исходные плоскости, то симметрия относительно каждой плоскости будет менять знак одной из трех координат. Композиция симметрий относительно двух плоскостей – поменяет знак у двух координат точки, а композиция симметрий относительно всех трех плоскостей – поменяет знак у всех трех координат.
Рассмотрим композицию симметрий относительно прямых, по которым пересекаются плоскости А, В, С. А*В – определяет симметрию относительно прямой пересечения А и В, В*С – симметрия относительно прямой пересечения В и С. (А*В)*(В*С)=(А*С) (применяем правило ассоциативности и сокращаем). Итак композиция симметрий относительно двух таких прямых есть симметрия относительно третьей прямой, по которой пересекаются эти плоскости. Мы можем записать это в очень симметричном виде: (А*В)*(В*С)*(С*А)=е (все скобки раскрываются из-за ассоциативности). Что можно сказать про композицию трех взаимоперпендикулярных прямых? По сути, все только что было сказано. Пусть P, Q, H – три взаимоперпендикулярные прямые, тогда композиция симметрий относительно двух из них равна симметрии относительно оставшейся прямой, а композиция симметрий относительно их всех есть тождественное движение. P*Q*H=e из этого равенства можно извлечь все сказанное о прямых, домножая его на нужные симметрии. P*Q=H, H*P=Q, Q*H=P. Мы видим, что стереометрию также можно выражать «символически», говоря не о перпендикулярности прямых и плоскостей, а о коммутативности симметрий, относительно них. Подобное происходит и в пространствах высшей размерности. Но со своими тонкостями: например в четырехмерном пространстве есть четыре взаимоперпендикулярных гиперплоскости и композиция симметрий относительно них даст симметрию относительно их точки пересечения, а вот композиция симметрий относительно четырех прямых – тоже даст симметрию относительно их точки пересечения, а не будет тождественным движением, как это было в трехмерном пространстве. 
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Вернемся к окружностям. Мы довольно долго о них не говорили, обсуждая общие принципы и симметрии относительно прямых и плоскостей. В Евклидовом мире мы изучали композиции симметрий относительно прямых или плоскостей последовательно. А в геометрии окружности удобней начать изучение с композиции относительно сразу трех перпендикулярных окружностей. Построим три взаимно перпендикулярные окружности А, В, С. Пусть нам дана окружность А, возьмем произвольную точку Х, проведем произвольную окружность В через точки Х и А(Х), эта окружность перпендикулярна А. Возьмем теперь произвольную точку Y и проведем окружность С через Y, A(Y) и B(Y). Она перпендикулярна обеим ранее проведенным окружностям, поэтому все три окружности перпендикулярны. Заметим, кстати, что построить три взаимно перпендикулярные  проще, чем построить 4 взаимокасательные окружности, а, как было сказано ранее (24) – шесть точек касания этих окружностей есть шесть точек пересечения трех взаимно перпендикулярных прямых. Если требуется изобразить взаимокасающиеся окружности, то удобней построить перпендикулярные окружности, и провести, сгруппировав точки их пересечения нужным образом, взаимокасающиеся. Но вернемся к перпендикулярности.
Поскольку точки пересечения любых двух построенных окружностей симметричны относительно третьей, и, следовательно, разделены ей  – А, В, С образуют Риманов трехокружник. Как мы знаем (22), не существует окружности, перпендикулярной всем трем окружностям Риманова трехокружника, поэтому нет окружности перпендикулярной трем перпендикулярным окружностям, иначе говоря, не существует четырех взаимно перпендикулярных окружностей. Точно также, на плоскости не существует трех взаимно перпендикулярных прямых, а в пространстве – четырех взаимоперпендикулрных плоскостей.

Рассмотрим I=А*В*С. Прежде всего, покажем, что I – инволютивна. I*I= (А*В*С)* (А*В*С). Раскрываем скобки и сокращаем стоящие рядом одинаковые симметрии, ничего не остается, потому I*I=e. Итак I должно определять некоторую симметрию. Чтобы понять, а точнее – узнать эту симметрию надо вспомнить о симметрии трехокружника (18). Симметрия I коммутирует с тремя окружностями Риманова трехокружника. Точно таким же свойством обладает симметрия окружностей, порожденная Римановым трехокружником. Покажем, что наша симметрия I – она и есть. Для этого введем в рассмотрение 6 точек пересечения А, В, С. Как было сказано в (24) эти шесть точек есть великолепная шестерка точек касания четырех окружностей. Мы продолжаем знакомиться с великолепием этих шести точек. 
Точки пересечения А и В обозначим АВ и ВА, точки пересечения А и С – АС и СА, точки пересечения В и С – ВС и СВ. Рассмотрим, как действует I на какую-нибудь пару точек пересечения, например на точки АВ и ВА. Симметрии относительно тех двух окружностей, на которых эти точки лежат, оставляют их неподвижными, симметрия относительно третьей – меняет местами. Поэтому I(AB)=BA, I(BC)=CB, I(AC)=CA. Но это в точности действие симметрии, определенной трехокружником А, В, С. Причем в данном случае пары симметричных точек разделяют друг друга, трехокружник, как было сказано, Риманов, и потому – мы выразили симметрию окружностей, у которой нет неподвижных точек через композицию симметрий относительно трех перпендикулярных друг другу окружностей. Заметим, что поскольку сама эта симметрия коммутирует с А, В, С мы получили четыре взаимно коммутирующих симметрии окружностей. Композиция всех четырех симметрий A*B*C*I=e.

Перейдем к рассмотрению композиции симметрий относительно двух перпендикулярных окружностей А и В. Обозначим точки их пересечения Р и Q, а саму композицию h=A*B=B*A. Как мы показали в (28), h сама является некоей симметрией. Относительно чего? Относительно каких-то неподвижных при этой симметрии точек. Мы знаем две точки, Р и Q заведомо неподвижных под действием h. Покажем сейчас, что эти две точки однозначно определяют симметрию, созданную двумя перпендикулярными окружностями А и В. 
В начале мы докажем, что всякая окружность S, проходящая через пару точек Р и Q под действием h переходит в себя, иначе говоря: h(S)=S или А(В(S))=S. Докажем это, связав со свойствами (25) биссектрис пересекающихся окружностей. Очевидно, В является биссектрисой между S и В(S). Между S и В(S) есть еще одна биссектриса, ортогональная первой, т.е. ортогональная В. Эта биссектриса совпадает с окружностью А, т.к. к данной окружности В через данные точки Р и Q можно провести только одну перпендикулярную окружность, и это – А. Итак, А является второй биссектрисой между В(S) и S. Но биссектриса по определению меняет местами окружности, биссектрисой которых является. Следовательно А(В(S))=S, что и требовалось доказать. Укажем теперь способ для произвольной точки Х построить точку h(X). Проведем окружность S через три точки Х, Р,Q. По доказанному ранее h(S)=S, следовательно искомая h(X) обязательно лежит на S. Проведем через Х, А(Х), В(Х) окружность C. Она будет ортогональна А и В и, следовательно, точка h(X) обязательно лежит на ней. Следовательно, точка h(X) – вторая точка пересечения окружностей S и С (а первая точка их пересечения – исходная точка X). Итак, мы построили h(X). Но наше построение зависит не только от точек P и Q, но и от окружностей А и В. Теперь мы хотим показать, что каковы бы ни были окружности А и В – если они перпендикулярны друг другу и пересекаются в фиксированных точках Р и Q – h(X) будет неизменна. Это тривиально следует из того, что любая окружность, ортогональная двум пересекающимся окружностям ортогональна и любой третьей, проходящей через точки пересечения первых двух (см. основное свойство перпендикулярных окружностей (10)). Поэтому окружность С не зависит от того, каким именно А и В она перпендикулярна, а определяется лишь точками пересечения А и В.
Итак, мы можем определить симметрию  окружностей относительно двух неподвижных точек Р и Q следующим образом: точки Р и Q неподвижны относительно этой симметрии. Произвольной точке Х будет симметрична точка h(X), такая, что h(X) лежит на одной окружности S с точками Х, Р, Q, и на окружности R, реализующей «симметрию трех точек» (17) Х, Р, Q при которой Х – неподвижна, а точки Р и Q меняются местами. Чтобы построить R проще всего провести какую-нибудь окружность S1 через Р и Q, и провести через Х окружность, перпендикулярную S и S1. Она и будет искомой окружностью R (по основному свойству) и точка ее пересечения с S и даст нам h(X).
Вернемся к симметрии относительно трех перпендикулярных окружностей А, В, С. Мы получили симметрию I=A*B*C непосредственно, изучив созданный ими трехокружник. Теперь можем определить эту же симметрию как композицию двух симметрий: одна симметрия это симметрия относительно пары точек пересечения А и В, другая симметрия – относительно окружности С. Напомним, что пара точек пересечения окружностей А и В в свой черед симметрична относительно С.
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Мы определили симметрию относительно двух точек Р и Q. Это – новый тип симметрий окружностей. Раньше мы знали симметрию относительно неподвижной окружности (инверсию) и симметрию, не имеющую неподвижных точек, которую мы умели представлять с помощью Римановым трехокружником, а сейчас узнали, что она является композицией симметрий относительно трех окружностей. Новую симметрию надо как-то назвать, назовем ее «биплетной симметрией», пару точек (P, Q) – биплетом, а точки P и Q можно называть концам биплета. Ранее мы говорили о «симметрии между окружностями» имея в виду либо симметрию относительно окружности (инверсию), или симметрию без неподвижных точек. Мы продолжим так говорить, а новый тип симметрии каждый раз будем называть «биплетной симметрией», чтобы не путать ее с другими видами симметрии. 
Отметим некоторые свойства биплетной симметрии. Как было показано, всякая окружность S, проходящая через биплет (т.е. через точки P и Q) – переходит в себя. Поэтому, хотя определена была биплетная симметрия в двумерной геометрии (на плоскости или сфере) она может быть определена и в одномерной геометрии (на окружности или прямой) и во многомерной. Последнее очень интересно: чтобы найти образ произвольной точки Х при симметрии относительно биплета во многомерном пространстве, нам нет нужды думать о всех измерениях пространства. Мы просто проводим окружность S через Х, Р и Q и находим на ней точку симметричную (Р, Q) относительно Х. Похожее происходит при симметрии относительно точки (центральной симметрии) в евклидовой геометрии многомерного пространства: чтобы найти точку, симметричную Х относительно О, мы проводим прямую (О, Х), и осуществляем симметрию относительно О на этой прямой, не думая о прочих измерениях пространства. Разница проявляется в другом: если мы начнем рассматривать композиции центральных симметрий во многомерном пространстве, то мы получим не так-то много: параллельные переносы и сами центральные симметрии – композиция любых трех центральных симметрий в евклидовом пространстве любой размерности – снова центральная симметрия, а композиция двух центральных симметрий – параллельный перенос. А если мы будем рассматривать биплетные симметрии, то их композиция может дать все возможные симметрии многомерного пространства сфер. Так происходит, например в трехмерной геометрии окружностей и сфер.
Связь центральной симметрии и биплетной – не случайна. Мы можем рассматривать центральную симметрию, как частный случай биплетной, а именно, как симметрию относительно биплета, у которого один из концов – в бесконечно удаленной точке (8). Отсюда можно понять, что композиция симметрий трех биплетов у которых есть общий конец (три пары точек, и во всех парах есть одна и та же точка) – снова биплетная симметрия с тем же самым концом. Совокупность биплетов с общим концом ведет себя также, как центральные симметрии, это позволяет ввести среди таких биплетов операцию сложения. Можно создать целое «исчисление» на основе биплетной симметрии и определить не только сложение, но и умножение, определить действительные и комплексные числа, вероятно и кватернионы и более общие структуры (в зависимости от того, в пространстве какой размерности мы создаем исчисление). Мы не будем это делать, а вернемся в двумерную геометрию.
Пусть точка Х симметрична Y относительно биплета (Р, Q). Все четыре точки лежат на одной окружности S. Посмотрим на них внимательней. Из определения биплетной симметрии видно, что пара точек (Х, Y) разделяет пару точек (P, Q). Более того: если мы проведем окружность А, перпендикулярную S через точки P и Q, окружность В перпендикулярную S через точки X и Y, то окружности А и В – сами обязательно будут перпендикулярны друг другу. Ранее мы рассматривали 6 точек пересечения трех взаимоперпендикулярных окружностей (они же 6 точек касания 4-ех взаимоскасательных (24)), биплетная симметрия основана на этих же точках, в первую очередь на четырех из них, лежащих на одной окружности. Эта четверка точек давно известна в геометрии, правда, получают ее изучая геометрию прямых и более сложными построениями. Такую четверку точек называют «гармонической» и говорят, что пара точек (Р, Q) гармонически делит пару точек (Х, Y).

После построения окружностей А и В, ортогональных S видно замечательное «свойство взаимности» биплетной симметрии: «если пара точек Х, Y симметрична относительно биплета (P, Q),  то пара точек Р, Q симметрична относительно биплета (Х, Y)» Легко показать, кроме того, что в этом случае биплеты (Х, Y) и (P, Q) – коммутируют, точнее – коммутируют определенные этими биплетами симметрии, про биплеты правильнее сказать, что они в таком случае - перпендикулярны. Отметим без доказательства еще одно важное свойство биплетных симметрий: для любых двух биплетов (не имеющих общих концов) существует один и только один биплет, перпендикулярный им обоим. Это свойство и лежит в основе «исчисления биплетов», о котором шла речь выше.

Что будет композицией симметрий относительно двух коммутирующих биплетов? Вернемся к рассмотрению трех взаимоперпендикулярных окружностей (29) А, В, С. Композиция симметрий относительно любых двух из них – биплетная симметрия, концы которой есть пара точек пересечения этих окружностей. Пусть теперь АВ – означает не одну точку пересечения А и В, а сразу обе, биплет с концами в точках пересечения А и В, аналогично ВС, и АС означают биплеты (и симметрию относительно них) с концами в точках пересечения В и С, А и С. По определению: А*В=АВ, В*С=ВС, А*С=АС, отсюда ВА*ВС=(А*В)*(В*С)=АС. Композиция симметрий относительно биплетов с концами в двух парах точек пересечения трех перпендикулярных окружностях есть симметрия относительно биплета с концами в третьей паре точек пересечения исходных перпендикулярных окружностей. А композиция трех биплетных симметрий с концами в парах точек пересечения трех взаимоперпендикулярных окружностей – тождественное движение: АВ*ВС*АС=е. Так пара коммутирующих биплетов (две пары точек в гармоническом отношении) с помощью их композиции дополняется до великолепной шестерки точек (если рассматривать концы этих трех биплетов: двух исходных и их композиции). Ясен теперь и способ построения биплета, перпендикулярного двум перпендикулярным биплетам: надо провести окружность через два данных биплета, провести две окружности, перпендикулярные ей через концы этих биплетов, две проведенные окружности окажутся перпендикулярны между собой, а точки их пересечения дают искомый биплет.  

Перечислим все симметрии, возникающие из композиций симметрий относительно трех перпенидкулярных окружностей: 

1. Три симметрии относительно исходных окружностей. Композиция симметрий относительно любых двух из них – биплетная симметрия.

2. Три биплетные симметрии с концами в точках пересечения исходных окружностей. Композиция симметрий относительно любых двух из них есть симметрия относительно оставшегося биплета, а композиция симметрий относительно их всех – тождественное движение.

3. Композиция симметрий относительно всех трех исходных окружностей, т.е. симметрия окружностей без неподвижных точек, симметрия, порожденная Римановым трехокружником А, В, С.

Проведем аналогию с симметриями относительно трех перпендикулярных плоскостей. Роль симметрии относительно плоскости играет симметрия относительно окружности, роль симметрии относительно прямой играет биплетная симметрия, а роль симметрии относительно точки – симметрия без неподвижных точек. Если мыслить окружности, расположенными на сфере, когда каждая из них лежит на какой-то плоскости, а пара точек (биплет) задает прямую в пространстве это сходство становится более понятным. Вспомним теперь про А-отображения (6,7). Симметрия без неподвижных точек стала понятней, когда мы связали ее с А-отображением относительно точки, лежащей внутри сферы. Так что неудивительно, что именно она играет роль точки в этой аналогии. Плоское А-отображение окружности S на которой лежат точки Х, Р, Q легко позволяет осуществлять биплетную симметрию точки Х относительно (P, Q) но мы не будем об этом говорить подробней. Это скорее уже раздел геометрии прямых, проективной геометрии, возникшей, кстати, после изучения художниками перспективы. Именно перспектива привела математиков к делам с бесконечно удаленной точкой. 
Укажем еще один способ определить пару биплетов, перпендикулярных друг другу, иными словами – указать две пары точек, гармонически разделяющих друг друга. Проведем три сокасательные окружности, а затем разместим внутри них окружность, касающуюся их всех, а вне – окружность, охватывающую их всех и касающуюся трех исходных  (23). Посмотрим на какую-нибудь исходную окружность: она касается всех прочих окружностей, всего окружностей пять, так что на исходной расположено четыре точки касания. Эти четыре точки касания и есть концы перпендикулярных биплетов или – 4 точки, находящиеся в гармоническом отношении. Нужно только правильно разбить эти четыре точки на две пары: пара точек, входящие в один биплет, должна разделять пару точек, входящую в другой биплет, таким образом в один биплет входят точки касания окружности с двумя исходными, касающимися нее, а в другой биплет – точка касания с окружностью, охватывающей три исходные как лассо, и точка касания с окружностью, «втиснутую» между тремя исходными. Так мы смогли построить четыре точки, разделенные гармоническим отношением, используя только свойства касания окружностей.
Еще несколько слов о «симметрии без неподвижных точек». Она есть композиция биплетной симметрии и симметрии относительно окружности. Причем окружность не только разделяет концы биплета – они симметричны относительно нее. Мы можем изучать «симметрию без неподвижных точек», считая, что один из концов биплета – бесконечно удаленная точка. Тогда второй конец биплета, симметричный первому относительно окружности – центр окружности. В этом случае, «симметрия без неподвижных точек» представлена композицией инверсии относительно окружности и центральной симметрии относительно ее центра. По традиции «симметрию без неподвижных точек» называли «мнимой инверсией». Вспомним определение инверсии через соотношение расстояний: если расстояние от центра окружности до точки умножить на расстояние от центра окружности до симметричной ей точки то всегда получится  квадрат радиуса окружности (4). В этом соотношении все числа положительны, поэтому симметричные точки расположены по одну сторону от центра окружности. Но если радиус окружности принять мнимым, то его квадрат окажется отрицательным. Логично считать, что теперь симметричные точки лежат по разные стороны от центра окружности, тогда, учитывая направление, - произведение, равное квадрату радиуса – тоже можно считать отрицательным. На мой взгляд, это несколько искусственное название, особенно неудобно говорить в теоремах что-то вроде: «рассмотрим мнимую инверсию…».
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Мы много говорим о композиции, но пока фактически находили и изучали композиции только коммутирующих преобразований: А*В=В*А. Чтобы построить «гармоническую мельницу», указать среду и методы, позволяющие создавать художественные объекты, нам нужно будет применить композицию симметрий относительно неперпендикулярных окружностей. Композиция симметрий относительно неперпендикулярных прямых – поворот. Полезная вещь для геометра и архитектора, но, как обсуждалось в (2) – не достаточная для гармонии.

Раньше теория шла впереди практики. Теперь практика пойдет опережая теорию: хочется «смолоть» на строящейся мельнице гармонии хоть что-то, пусть еще простое, но изящное, чтобы понять – стоит ли труда ее возводить. Для того, чтобы работать с такой мельницей – надо уметь быстро осуществлять симметрии относительно окружностей. Результат обычно лучше обработать простыми дизайнерскими средствами, хотя бы задать цвета окружностей и кругов, удалить вспомогательные элементы, словом: показывать испеченный хлеб, а не саму мельницу. 
Я пользуюсь специальными DDU-макросами: добавками к популярной дизайнерской программе CorelDraw, разработанных для изучения геометрии окружности. DDU-макросы позволяют:
1. Проводить окружность через три данные точки.
2. Находить точки пересечения данных окружностей.
3. Осуществлять симметрию относительно данной окружности.
4. Осуществлять композицию симметрий относительно указанных окружностей.

Интересно, что создатели CorelDraw не ввели инструмент, проводящий прямую через две данные точки. Отрезок провести можно, а вот прямая, видимо, как объект неограниченный – в Coreldraw не проводится. Поэтому DDU-макросы приводят нас в тот самый «мир поломанных линеек», о котором  шла речь в (5). (см%)
Возведем первые лопасти нашей мельницы. Нарисуем пересекающиеся окружности А и В. Если мы хотим, чтобы лопасти вращались не очень быстро – нарисуем А и В поближе друг к другу. Нарисуем в некотором отдалении от них небольшую окружность Х. Обозначим преобразование h=В*А. И начнем его применять: раз, еще раз и еще раз… Мельница заработала. Появляются все новые и новые окружности: Х, h(X), h(h(X)), h(h(h(X)))… Все, что получается в результате называется действием преобразования h на Х. Можно видеть, что окружность Х под действием h плавно меняясь в размере сама кружится. Визуальный эффект зависит от того, касаются или пересекаются или не имеют общих точек Х и h(X). Меняя размер Х можно добиваться и того, и другого и третьего. Если Х и h(X) касаются друг друга, то на экране появится довольно симпатичное ожерелье и цепочки соприкасающихся, меняющихся в размере бусин. Правильно задав А и В можно сделать так, что начало и конец ожерелья замкнется, то есть многократное действие h на X приведет Х в тоже самое место и новые бусины не будут накладываться на старые, а в точности совпадут с ними. Причем можно указывать число бусин (указывая угол между А и В). 

Если h(X) пересекается с Х то многократно применяя h, мы получим фигуру, напоминающую обмотку тора. Если Х не пересекается мы получаем просто несколько парящих окружностей, размер которых гармонично меняется, причем мы можем, определяя положение А и В указать – сколько всего должно получиться окружностей. Разумеется, мы можем обогатить рисунок: следить за движением не одной, а нескольких разноцветных окружностей или кругов. Обрабатывая фигуры, получающиеся на мельнице (когда мы имеем дело с пересекающимися кругами) интересно пользоваться опцией combine (меню arrange в Coreldraw).

Принципиально другие фигуры, напоминающие цветок, получаются, если окружность Х разделяет точки пересечения А и В. Такими окружностями (или кругами) можно управлять, задавая параметры расположения А и В (угол между ними). Впрочем, не всегда фигура будут напоминать цветок. Мы можем провести Х так, чтобы она совпала с А, и посмотреть как лопасть кружит свою собственную часть. Возникнет гармоничный пучок окружностей, проходящих через точки пересечения А и В. Описывать словами все типы расположения окружностей Х здесь не имеет большого смысла. Важно понимать – одинаковые с точки зрения геометрии окружности конфигурации эстетически, визуально – могут восприниматься совсем по-разному, ведь в геометрии окружности маленькая окружность и прямая – одно и тоже, а визуально – это совсем разные вещи. Но очень интересно и поучительно осознавать внутренне родство форм  объектов, выглядящих весьма отлично друг от друга.
Теперь рассмотрим случай, когда А и В не имеют общих точек. В этом случае важно провести их близко друг от друга. Это – лопасть совсем другого типа. Первую лопасть можно назвать «крутящей», а сейчас мы построили «стягивающую» лопасть. Чем дальше друг от друга окружности «стягивающей» лопасти, тем быстрей эта лопасть работает – стягивает все в одну точку. Если она работает слишком быстро – мы просто не успеем увидеть ничего интересного, как лопасть все стянет. Если же лопасть настроена удачно, то окружности X, h(X), h(h(X)), h(h(h(X)))… стягиваются в одну точку, но не быстро. Пусть Х – небольшая окружность, расположенная недалеко от А и В. Меняя размер Х мы сможем добиться, как и в прошлых случаях, что все получающиеся окружности или касались друг друга, или пересекались, или не имели общих точек. Пока картина может быть не очень интересна, хотя если ввести в нее еще одну или несколько разноцветных окружностей и кругов – это может стать привлекательно, все эти фигуры стягиваются к одной и той же точке. Чтобы образ стал более цельным, надо настроить лопасть на «обратный ход» - использовать преобразование g, обратное к h (26) h=B*A (в начале симметрия относительно А, затем относительно В) g=A*B (в начале симметрия относительно В, затем относительно А). g*h=e, иными словами – g(h(X))=X. Рассмотрим действие g на Х, получим последовательность окружностей или кругов: Х, g(X), g(g(X)), g(g(g(X)))… Эта последовательность стягивается к другой точке, и любая фигура будет стягиваться к этой точке. Если мы посмотрим на все, что нам удалось получить из окружности Х действием прямым и обратным ходом лопасти, мы увидим цепь окружностей выходящей из одной точки, «вытягивающихся из нее», растущих в размере, затем плавно уменьшающихся и втягивающихся в другую точку. Эти окружности следуют дуге, проходящей от точки вытягивания до точки втягивания. Если достроить эту дугу до полной окружности, то перед нами может быть ожерелье, но не такое ожерелье, какое было создано крутящей лопастью. В новом ожерелье есть две особые точки, из которых растут (или в которых гаснут) все бусины.

 Любая другая окружность Y создает другую цепь окружностей, вытягивающейся из той же самой точки, что и Х, и втягивающуюся в ту же точку, куда втягивается Х. Мы видим, что лопасть, созданная двумя не имеющими общих точек окружностей создает на плоскости две особые точки: из одной точки все вытягивается, а в другую – втягивается. Причем сами особые точки под действием h или g – никуда не двигаются.

Когда А и В пересекались, тоже были неподвижные точки: точки пересечения А и В. К ним – ничего не стягивалось, вокруг них все кружилось и рисунки сильно различались, в зависимости от того, разделяет ли окружность Х эти особые точки, или они лежат по одну сторону от Х. Точно также в случае рассматриваемой сейчас «стягивающей» лопасти получающиеся рисунки бывают двух типов: если Х разделяет неподвижные точки втягивания и вытягивания (предельные точки), и если эти две точки лежат по одну сторону от Х. Это – структурное различие геометрии окружности, как уже сказано ранее – визуально различных случаев больше. «Ожерелье нового типа» может появиться в случае, когда Х не разделяет особые точки преобразования h. Если же Х разделяет эти точки, то действие h создает «глаза» или «холмы». Как и в прошлом случае возьмем Х совпадающей с одной из окружностей лопасти, Х=А. Тогда Х, h(X), h(h(X)), h(h(h(X))) образуют последовательность разделяющих друг друга окружностей, постепенно концентрирующихся к одной из особых точек преобразования h. Дадим лопасти обратный ход с помощью преобразования g, окружности начнут концентрироваться ко второй особой точке преобразования. Появившийся рисунок, пучок окружностей, не имеющих общих точек, напоминает два глаза, со зрачками в особых точках. Если Х разделяет особые точки, но не совпадает с А и В, то в результате действия h и g (прямого и обратного хода) окружности также будут гармонично собираться к особыми точкам но два глаза будут «косить». Интересно, что при этом в рисунке появится объем, особые точки будут напоминать вершины холмов или воронки. Во всех случаях интересно применять опцию combine.
Осталось рассмотреть последний случай: когда А и В касаются друг друга. Касание окружностей – это промежуточное положение: мы можем рассматривать его как предельный случай пересекающихся окружностей: точки пересечения так сблизились друг с другом, что их не различить. Или как предельный случай окружностей не имеющих общих точек: мы постепенно сближаем А и В, сближаются между особые точки преобразования h=B*A, и наконец особые точки так близки, что их не различить, а окружности А и В – касаются друг друга, в точке касания и «спрятаны» обе, неразличимые друг от друга особые точки. Теперь h втягивает всю плоскость в одну точку, как это было и когда А и В не имели общих точек. Но, если мы дадим лопасти задний ход, то преобразование g будет втягивать все в ту же самую точку. Ранее втянутые преобразованием h фигуры преобразование g в начале вытянет обратно, вернет на свое место, а потому – затянет в ту же самую особую точку, но – с другой стороны. Разумеется, эта единственная особая точка (в данном случае – совсем странная точка, из которой все вытягивается и в которую все втягивается, воронка, где все появляется и где все исчезает) совпадает с точкой касания А и В.

Разобрав и посмотрев движение окружностей под действием h=B*A, займемся тем, чем следовало заняться с самого начала. Разберем движение точек под действием h. Пусть дана произвольная точка Х. Через нее можно (10) провести единственную окружность, обозначим ее РХ, перпендикулярную А и В. По определению перпендикулярности А(РХ)=РХ, В(РХ)=РХ, поэтому и h(PX)=B(A(PX))=PX. Значит, под действием h точка Х будет двигаться по окружности РХ, то есть все точки X, h(X), h(h(X)), h(h(h(X)))… лежат на РХ. Если мы будем следить не только за движением точки Х, но и за движения точек, Y, Z, T и так далее, то увидим, что вся плоскость как бы расслаивается на окружности, перпендикулярные А и В – РХ, PY, PT и так далее. Мы уже использовали слова «пучок окружностей». Сейчас мы дадим точное определение: пучком окружностей, порожденным парой окружностей А и В называют совокупность всех окружностей, по которым могут двигаться точки под действием преобразования h=В*А. Определение можно упростить: пучком окружностей, порожденным парой окружностей А и В называется совокупность всех окружностей, перпендикулярных А и В одновременно. А можно (и следует) это определение и расширить, говорить не только про окружности, перпендикулярные А и В, но и про симметрии, коммутирующие с А и В, тогда симметрии окружностей, не имеющие неподвижных точек – также получат право называться элементами пучка. И это разумно.
Разберем, как устроены пучки окружностей. Мы можем это просто увидеть, наблюдая движение точек, под действием h. Сейчас мы это опишем. Начнем со случая, когда А и В не имеют общих точек. Докажем, что в этом случае любая окружность Х пучка, порожденного А и В проходит через две фиксированные точки. Это – особые точки преобразования h. По условию Х перпендикулярна А и В. Поэтому (27) Х перпендикулярна h(A), h(h(A)), h(h(h(A))) и так далее. Но если две окружности перпендикулярны, то они обязательно пересекаются. Как мы видели, эти окружности под действием h стягиваются к особой точке, окружая ее все ближе и ближе, становясь в конце-концов от нее неотличимы. И Х обязана пересекаться с ними всеми. Это возможно только если Х проходит через особую точку (в противном случае, мы сможем провести маленькую окружность W, охватывающую особую точку, которая не будет пересекаться с Х – отделить Х от особой точки. Под действием h, А разно или поздно окажется внутри этой отделяющей окружности W, т.к. А под действием h втягивается в особую точку. Но тогда X и результат действия h на А окажутся непересекающимися, т.к. они будут лежать по разные стороны от W. Противоречие). Мы доказали, что Х обязательно проходит через одну особую точку. Запустив обратный ход лопасти А и В, то есть рассмотрев обратное к h преобразование g мы точно также докажем, что Х проходит и через вторую особую точку преобразования h. Приведенное доказательство обладает удивительным свойством – в нем используется так много разделов математики, что полное их перечисление, вероятно, будет существенно длиннее самого доказательства.

Обозначим особые точки h как P и Q. Докажем, что А(Р)=B(P)=Q (особые точки симметричны друг другу и относительно А и относительно В). Пусть X и Y – две окружности пучка, то есть – обе перпендикулярны А и В (10), точки их пересечения обязательно симметричны относительно А и относительно В, что и требовалось доказать. Благодаря основному свойству перпендикулярных окружностей, всякая окружность, проходящая через P и Q – перпендикулярна А и В, иными словами – лежит в пучке. порожденном А и В. Итак, мы установили, что этот пучок есть просто совокупность всех окружностей, пересекающихся друг с другом в двух точках Р и Q. Совокупность таких окружностей мы уже очень часто рассматривали. Заметим, что через каждую точку Х плоскости можно провести одну и только одну окружность этого пучка, это окружность, проходящая через P, Q, X.
Пусть теперь А и В пересекаются. Что можно сказать. про порожденный ими пучок, т.е. про совокупность окружностей, перпендикулярных А и В одновременно? Это совокупность окружностей, которую мы уже частично видели: окружности по котороым двигаются точки под действием B*A, окружности-глаза, охватывающие особые точки. Общее свойство всех этих окружностей: точки пересечения А и В симметричны относительно них. Опять-таки, через произвольную точку Х плоскости можно провести одну и только одну окружность такого пучка, это окружность проходящая через X, перпендикулярная А и В, она же – окружность F, осуществляющая «симметрию трех точек Х, А, В» (17,) F(X)=Х, F(A)=B. Заметим что описанные два типа пучков двойственны друг другу: если мы из пучка, порожденного окружностями А и В выберем две какие-то окружности, и рассмотрим пучок, порожденный выбранными окружностями, то А и В будут обязательно в нем лежать. Также отметим важное свойство пучков – если окружность перпендикулярна хотя бы двум окружностям пучка, то она перпендикулярна всем окружностям пучка.
Одновременное изображение двойственных друг другу пучков существенно для понимания свойств композиций симметрий и эстетической геометрии в целом. Оно напоминает необычную систему координат или шахматную доску, в которую вполне могла бы играть Алиса в зазеркалье. Если исходные окружности А и В касаются друг друга, то порожденный ими пучок – совокупность окружностей, касающихся друг друга в той же точке (разумеется, все они не касаются А и В, но перпендикулярны им). Опять-таки, из любой точки плоскости можно провести одну и только окружность такого пучка.
Мы определили пучок, исходя из двух перпендикулярных ему окружностей А и В. Можно определить пучок иначе: двумя окружностями, входящими в него. Мы проведем две какие-то окружности, перпендикулярные исходным, всякая окружность. перпендикулярная проведенным – лежит в том же пучке, что исходные. Операция напоминает «двойное перпендикулирование» (13). Центрами пучка называют точки, через которые либо проходят все окружности пучка, либо не проходит ни одна окружность пучка. Можно определить центры пучка и по-другому: это точки, которые либо симметричны друг другу, либо неподвижны при симметриях относительно окружностей пучка. У пучка касающихся окружностей есть один центр: точка касания окружностей пучка, у пучков других типов – два центра.
Для любых трех окружностей пучка композиция А*В*С есть симметрия относительно какой-то окружности пучка и (А*В*С)*(А*В*С)=е. В следующем разделе станет важно значение этого свойства, пока же заметим, что мы сейчас описали с помощью одного уравнения с симметриями непростое геометрическое явление: пучок. Уяснить пучки окружностей (и в том числе доказать приведенное утверждение о композиции симметрий относительно трех произвольных окружностей пучка) можно сделав инверсию с центром в одном из центров пучка (приняв этот центр за бесконечно удаленную точку). Тогда пучок примет вид пучка прямых, проходящих через точку, а двойственный ему – совокупности концентрических окружностей (с центром в точке, через которую проходят все прямые). Пучок касающихся окружностей примет вид совокупности прямых, параллельных данной. Двойственный пучок примет вид набора прямых, перпендикулярных данной (между собой, разумеется, эти прямые будут параллельны, и совокупности с исходным пучком образует бесконечную шахматную доску). 
Используя введенное понятие пучка окружностей, и выяснив, как двигаются точки под действием композиции h=В*А нетрудно понять и уточнить сказанное ранее о действии h на окружность X. Но теоретическое уточнение не может само по себе установить эстетическое значение получающихся образов: чтобы понять это, надо образы видеть. Мы рассмотрели действие преобразования h=B*A обнаружили лопасти двух разных типов: стягивающую лопасть, и крутящую лопасть, чтобы увидеть все многообразие форм, получающееся в результате композиции симметрий относительно окружностей, нужно построить мельницу с двумя лопастями: одна лопасть кружит объекты, а другая – стягивает к одной точке. Это мы сделаем в (37).
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Только что мы увидели, что композиция симметрий относительно всего двух окружностей уже позволяет создавать изящные объекты. Интересно узнать, что будет получаться, при композиции относительно 3, 4, 5, 6 и так далее окружностей. Какие мы увидим формы?
Если мы начнем наугад размещать эти окружности-зеркала и следить за отражением в них – скорее всего мы не увидим ничего интересного. Отражающиеся элементы – точки, окружности – довольно быстро стянутся к одной точке. При удаче – кое-какие интересные формы мы увидим. Но чтобы понять, что ничего важного мы не пропустили, чтобы уверенно строить нужное – в первую очередь надо изучать не возникающие формы – а саму композицию симметрий. Сейчас мы этим и займемся, набросаем простое «исчисление симметрий». Исчислять можно не только числа.

Начнем с простого: симметрий относительно точек в плоской Евклидовой геометрии. Композиция симметрий относительно двух точек (центральная симметрия) – параллельный перенос, по направлению от первой точки ко второй на удвоенное расстояние между ними. Композиция симметрий относительно трех точек – снова симметрия относительно какой-то точки (вместе с тремя исходными точками она образует параллелограмм). Выразим это формулами. То, что композиция трех симметрий относительно точек – снова точечная симметрия можно выразить так (А*В*С)*(А*В*С)=e. (Мы выразили то, что А*В*С – инволютивно). А еще точнее – так: для любых трех точек А, В, С существует точка D, такая. что А*В*С=D (как обычно, точка и симметрия относительно нее обозначается одной буквой). То, что композиция двух симметрий относительно точек есть параллельный перенос – выразить труднее. Мы воспользуемся тем, что как известно из школьного курса – не важно, в каком порядке осуществлять параллельные переносы (складывать векторы). Говоря иначе – параллельные переносы коммутируют между собой. Это уже можно выразить на языке исчисления симметрий: для любых точек А, В, С, D A*B коммутирует с C*D или, одной формулой: (А*В)*(С*D)=(С*D)*(А*В). Приведем эту формулу к такому виду, где справа стоит тождественное движение и раскроем скобки: А*В*С*D*B*A*D*C=e  (мы домножили обе части формулы на обратный элемент к правой ее части). Теперь заметим, что композиции А*С и С*В – тоже коммутируют между собой – композиции любых симметрий относительно двух точек коммутируют друг с другом, и в том случае, когда среди этих точек есть совпадающие. Поэтому: (А*С)*(С*В)*(С*А)*(В*С)=е. Раскроем скобки и получим А*В*С*А*В*С=е. Мы уже встречали эту формулу. Поэтому то, что композиция симметрий относительно трех точек тоже симметрия, следует из того, что композиции симметрий относительно двух точек – коммутируют между собой. Заметим, что эти свойства симметрий относительно точек выполняются в евклидовом пространстве любой размерности.
Когда мы говорили про инволютивные преобразования (11), мы рассматривали инволютивные функции вида f(x)=а-х, где а – произвольное число. Проверьте сами, что такие функции обладают указанными свойствами: композиции любых трех из них – снова функция такого же вида, а композиции любых двух таких функций коммутируют между собой. Тоже верно и для функций вида g(x)=а/x. Есть замечательно свойство, связывающее функции обоих видов: если а=1, т.е. мы имеем f(x)=1-x и g(x)=1/x, то их композиция h=f*g трижды примененная даст тождественную функцию: h*h*h=e, иначе говоря h(h(h(x)))=x для всех х. Мы видим, что композиция двух таких инволютивных функций обладает тройственной симметрией. Это удивительным образом связано с геометрией трех окружностей, касающихся друг друга и их биссектрисами, между которыми тоже есть тройственная симметрия (23). В этой книге нет места рассказать подробнее.
Вернемся к симметриям. Выразив свойства симметрий относительно точек, перейдем к симметриям относительно прямых. Что получается в результате композиции симметрий относительно двух прямых А и В? Если А и В параллельны – это параллельный перенос вдоль прямой, перпендикулярной им обеим на расстояние, в два раза большее, чем расстояние между прямыми. Если А и В пересекаются, то композиция симметрий относительно них – поворот относительно точки их пересечения на удвоенный угол между прямыми. Легко видеть, что композиции поворотов с общим центром – коммутируют между собой. Отсюда, следуя методу, изложенному выше на примере симметрий относительно точек можно вывести, что для любых трех прямых А, В С, пересекающихся в одной точке (или параллельных друг другу) А*В*С*А*В*С=е. Но мы рассмотрим более наглядное доказательство этого важнейшего для исчисления симметрий соотношения.
Композиция симметрий относительно двух пересекающихся прямых – поворот. Поворот определяется его центром (неподвижной точкой) и углом поворота. Поэтому если мы повернем сами прямые А и В на какой-то угол вокруг точки их пересечения, то А*В – не изменится. Ведь угол между «повернутыми» прямыми и исходными – не изменился. и точка их пересечения осталась на месте. Повернем теперь прямые А и В так, чтобы прямая В совпала с С. А*В не изменилось, но теперь В=С и по ассоциативности: (А*В)*С=А*(В*С)=А (т.к. теперь В=С и последняя скобка сокращается. Итак, композиция трех симметрий относительно прямых, пересекающихся в общей точке – снова симметрия относительно прямой. Из построения можно описать эту прямую: она образует с С тот же угол, что А с В и угол этот также ориентирован. Аналогичное верно и для композиции симметрий относительно трех параллельных прямых А, В, С. Метод доказательства похож: мы параллельно переносим А и В так, чтобы В совпало с С. Композиция А*В от этого не изменится, а вот А*В*С легко вычисляется.

Перенесем этот результат в геометрию окружностей. Аналогом прямых, пересекающихся в одной точке будут три окружности А, В, С, пересекающиеся в двух точках. Сделаем инверсию I с центром в одной из точек пересечения А, В, С. Окружности перейдут в прямые I(A), I(B), I(C) пересекающиеся в одной точке (в которую перешла вторая точка пересечения А, В и С), а симметрии, заданные этими прямыми, по (27) выражаются так: I*A*I, I*B*I, I*C*I, мы доказали, что композиция симметрий относительно трех прямых, пересекающихся в одной точке – снова симметрия относительно некоторой прямой, обозначим ее D. Тогда (I*A*I)*(I*B*I)*( I*C*I)=D. Раскроем скобки и упростим, получим: I*A*B*C*I=D, домножив обе части равенства справа и слева на I получим А*B*C=I*D*I. Справа стоит интересующая нас композиция, слева – инверсия относительно I(D), мы доказали, что композиция А*В*С есть симметрия относительно некоей окружности I(D), проходящей через обе точки пересечения А, В, С. Заметим, что мы фактически использовали принцип «симметричное симметрично симметричному» переходя между окружностями и прямыми, подобно тому, как мы поступали, доказывая в (12) свойства серединной окружности. Но сейчас мы формализовали это принцип с помощью «сопряженных элементов» А и I*A*I, В и I*B*I и т.д. 
Если три окружности А, В, С касаются друг друга в одной точке, то композиция симметрий относительно них есть симметрия относительно окружности, касающейся их всех в той же точке, это доказывается аналогично, после инверсии с центром в точке их касания три окружности перейдут в параллельные прямые, симметрии относительно окружностей перейдут в сопряженные симметрии и т.п. Случай, когда окружности не имеют общих точек мы пока рассматривать не будет.

Изучим теперь композицию относительно трех произвольных прямых А, В, С. Предположим вначале, что прямые А и В – пересекаются. Проведем вспомогательную прямую К, проходящую через точку пересечения А и В и перпендикулярную С. Мы вычисляем А*В*С, результат не изменится, если мы вставим (К*К)=е в нужное место этого выражения. А*В*С=А*В*(К*К)*С. Расставим иначе скобки: А*В*(К*К)*С=(А*В*К)*(К*С). Первая скобка содержит три прямые, проходящие через одну точку, поэтому она равна симметрии относительно некоторой прямой D, а вторая скобка есть композиция симметрий относительно перпендикулярных прямых, поэтому она равна симметрии относительно точки их пересечения, обозначим ее P. Мы доказали, что А*В*С=D*P иначе говоря. что композиция симметрий относительно трех прямых сводится к симметрии относительно точки и прямой. Что будет, если А и В – не пересекаются? Тогда мы  проведем прямую К через точки пересечения В и С перпендикулярно А. И вставим K*K чуть иначе А*(К*К)*В*С, перегруппируем скобки и опять таки получим композицию симметрий относительно точки и прямой. Если же все А, В, С не пересекаются, то они параллельны и их композиция симметрий относительно них уже рассмотрена. Мы доказали, что композиция симметрий относительно любых трех прямых сводится к симметрии относительно точки и прямой.
Перенесем и этот результат в геометрию окружностей. Пусть даны окружности А, В, С. Ограничимся тем случаем, когда А и В пересекаются. Т.к. у всех трех окружностей может не быть общий точки, то старый прием инверсии, превращающий все окружности в прямые – не сработает. Но он нам и не нужен. Мы будем действовать по аналогии: проведем окружность К через точки пересечения А и В перпендикулярную С (опустим высоту в трехокружнике А, В, С (19)). А*В*С=А*В*(К*К)*С=(А*В*К)*(К*С). Аналогично прошлому случаю, левая скобка есть симметрия относительно окружности, т.к. А, В, К – все пересекаются в двух точках, правая же скобка есть биплетная симметрия, т.к. К и С перпендикулярны (30). Мы свели композицию симметрий относительно трех окружностей к одной симметрии относительно окружности и биплетной симметрии. Если А и В не пересекаются, но пересекаются В и С то можно действовать аналогично. А если все три А, В, С не пересекаются между собой, то для доказательства надо вводить понятие пучка окружностей, что мы сделаем позднее.
Перейдем теперь к композиции симметрий относительно четырех прямых: А, В, С, D. Разобъем их на пары (А, В) и (С, D) и предположим что первая пара прямых пересекается в точке Р, а вторая пара прямых в точке Q. Проведем через точки P и Q прямую К, и как в случае с композицией трех прямых, вставим К*К в нужное место: (А*В)*(С*D)=(A*B)*(K*K)*(C*D)=(A*B*K)*(K*C*D). Т.к. все прямые, записанные в левой скобке проходят через одну точку, левая скобка равна симметрии относительно какой-то одной прямой, точно также и три прямые, записанные в правой скобке проходят через одну точку и правая скобка также равна симметрии относительно какой-то прямой. Тем самым композиция симметрий относительно четырех прямых свелась к композиции симметрий относительно двух прямых, причем сами эти две прямые нетрудно найти.

Пусть теперь прямые А и В параллельны. Вспомогательную прямую К теперь надо построить так: она должна быть параллельна А и В и проходить через точку пересечения С и D. Такая прямая существует и единственна. Не сложно рассмотреть и случай когда еще и С и D параллельны друг другу. В этом случае композиция симметрий относительно них есть композиция двух параллельных переносов, а это – снова параллельный перенос. Мы доказали, что композиция симметрий относительно четырех прямых сводится к композиции симметрий относительно двух прямых.

Перенесем и этот результат в геометрию окружностей. Пусть есть четыре окружности А, В, С, D. Предположим, что А и В пересекаются в двух точках, С и D тоже пересекаются в двух точках. Мы докажем сейчас, что если существует окружность К, проходящая через эти две пары точек, то композиция симметрий А*В*С*D сводится к композиции симметрий относительно двух окружностей. Опять-таки,будем вставлять К*К: А*В*С*D=A*B*K*K*C*D, группируем и видим, что у нас останется всего две симметрии относительно окружности. Заметим, что если пары точек пересечения А и В лежат на одной окружности с парой точек пересечения С и D, то и пара точек пересечения В и С лежат на одной окружности с точками пересечения А и D. Это следует из того, что если две пары точек лежат на одной окружности, то они задают симметрию окружностей (14). При этой симметрии все окружности, проходящие через эти пары точек – переходят в себя, а точки их пересечения – симметричны друг другу. отсюда и следует требуемое. По сути – это одна из переформулировок теоремы о трех окружностях.
Это наблюдение очень существенно. Именно оно помогает разобраться, что происходит, если А и В не пересекаются. Существенным оказывает не наличие точек пересечения, а то, что есть симметрия окружностей, при которой все четыре окружности А, В, С, D переходят в себя, иначе говоря – такая симметрия окружностей с которой коммутируют все симметрии относительно А, В, С, D. Мы не будем здесь доказывать, а просто сформулируем результат: если существует симметрия I (с неподвижными точками или без), такая, что I(A)=A, I(B)=B, I(C)=C, I(D)=D, то композиция А*B*C*D сводится к симметрии относительно двух окружностей. Верно и обратное, если А*B*C*D сводится к композиции симметрий относительно двух окружностей, то существует симметрия, описанная выше. 

Заметим, что это результат можно интерпретировать в терминах геометрий Римана и Лобачевского (21). Все окружности семейств, моделирующих эти геометрии как раз и неподвижны при симметрии, определенной исходным трехокружникам, поэтому композиция симметрий относительно любых четырех прямых этих геометрий сводятся к симметрии относительно двух прямых, как и в геометрии Евклида. Заметим, что, пользуясь геометрией окружности мы получили результат для двух геометрий одновременно.
Что можно сказать про композицию пяти симметрий? в мире прямых, легко понять – она всегда сводится к композиции относительно трех прямых, а та, в свою очередь – к композиции симметрий относительно двух элементов: прямой и точки. В мире окружностей происходит аналогичное: композиция симметрий относительно пяти окружностей сводится к композиции относительно трех, а та, как было доказано – сводится к композиции симметрии относительно окружности и биплета.

Объясним, почему симметрия относительно пяти окружностей: A*B*C*D*F сводится к симметрии относительно трех. Предположим, D и F пересекаются в двух точках, а А, В, С образуют трехокружник Лобачевского, I – порожденная им симметрия окружностей. Мы, как и ранее, хотим вставить вспомогательную окружность K, так чтобы композиция сократилась. На этот раз мы проведем К через точки пересечения D и F перпендикулярно I. Рассмотрим (А*B*C*K)*(K*D*F). Первая скобка – композиция симметрий относительно четырех окружностей перпендикулярных одной окружности I, а такая композиция сводится к композиции двух окружностей. Вторая скобка – композиция симметрий относительно трех окружностей, проходящих через две точки – такая композиция равна симметрии относительно одной окружности. Всего у нас осталось 2+1=3 окружности. Что и требовалось. В общем случае – не обойтись без понятия пучка окружностей, вставляемая К должна быть из одного пучка с D и F и коммутировать с симметрией I. Такая К всегда находится, благодаря тому. что для любых трех симметрий, есть коммутирующая с ними симметрия (за исключением одного любопытного, но не имеющего в данном случае значения варианта).
Мы бегло набросали основания исчисления симметрий. Бахман делает это очень подробно в книге…., правда он не рассматривает симметрии относительно окружностей. Со времен издания его книги было много попыток перестраивать преподавание геометрии и планиметрии базируясь на понятии симметрии. Думаю, что с использованием компьютеров и в связи с эстетическим значением геометрии окружности, можно совместить оба подхода.

Для эстетической геометрии наиболее существенно из рассматриваемого было то, что достаточно рассматривать композицию симметрий относительно не более 4 окружностей – добавление новых симметрий в новых образов не даст. Кстати, композицию симметрий относительно 4 четырех окружностей можно свести к композиции двух всего биплетных симметрий, но для построения лопастей нашей мельницы гармонии – удобней работать с симметриями относительно окружности, а не с биплетом.
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А как обстоит дело с композициями симметрий во многомерном пространстве? Начнем с обычного трехмерного евклидова пространства. О симметриях сфер мы поговорим отдельно, в связи с нашей строящейся «гармонической мельницей». В начале заметим: композиции симметрий на плоскости (Евклидовой, Лобачевского, Римана), – свелись до композиции всего двух каких-то симметрий: симметрий относительно двух прямых, или симметрий относительно точки и прямой, или симметрий относительно двух точек. Также в геометрии окружности любую композицию симметрий относительно окружности можно свести с композиции всего двух симметрий: относительно двух окружностей, окружности или биплета, относительно двух биплетов. Напрашивается идея, что это верно и многомерном случае. Я доказал это для многомерного Евклидова пространства. Для трехмерного пространства это несложно: главная идея – в поиске «соединяющего элемента». Назовем «линейным элементом» сразу и точки, и прямые и плоскости – все, относительно чего есть симметрия. Тогда для двух линейных элементов А и В можно определить третий линейный элемент С, такой, что А(С)=С и В(С)=С, иными словами А и В – оба коммутируют с С. Такой линейный элемент С (можно было бы говорить просто о симметрии С и не вводить новое понятие. Но мы привыкли все же мыслить пространство состоящим из чего-то, а не только симметриями) и назовем «соединяющим А и В элементом». Нетрудно видеть, что на плоскости соединяющим элементом двух прямых будет точка их пересечения, для двух точек – прямая, проходящая через них, точку и прямую соединяет перпендикуляр, опущенный из точки на прямую. А вот у двух параллельных прямых очень много соединяющих элементов: все прямые, перпендикулярные им обеим. В трехмерном пространстве пространстве также нетрудно перечислить соединяющие элементы. Для двух плоскостей – прямая их пересечения, для двух прямых – прямая перпендикулярная им обеим, для точки и плоскости – перпендикуляр из точки на плоскость, для прямой и плоскости – прямая, лежащая в этой плоскости и перпендикулярная данной прямой (или точка их пересечения, или плоскость, проходяшая через прямую и перпендикулярная данной). Тут появляется проблема: соединяющих элементов слишком много. Любая точка, лежащая на прямой пересечения плоскостей А и В – соединяет эти плоскости. Но мы понимаем, что прямая, по которой плоскости пересекаются – «полноценней» соединяет их, чем точки на этой прямой. Сейчас я объясню, как используются соединяющие элементы для изучения композиций симметрий.
Пусть мы изучаем композицию А*В*С, где А, В, С – плоскости и пусть А и В пересекаются по прямой D. Возьмем элемент, соединяющий D и С. Вообще-то таким элементом может быть точка их пересечения, но мы соединим их плоскостью К, проходящей через С и перпендикулярной D. Найдя «хороший» соединяющий элемент, мы вставим его в композицию, как делали это и ранее: А*В*С=А*В*К*К*С=(А*В*К)*(К*С). Правая скобка есть композиция двух коммутирующих симметрий (симметрий, относительно перпендикулярных элементов) и потому сама есть симметрия. А левая скобка есть композиция симметрий относительно трех плоскостей, проходящих через одну прямую. Легко понять, что такая композиция равна симметрии относительно какой-то плоскости, проходящей через ту же прямую (потому что композиция симметрий относительно двух пересекающихся плоскостей – поворот, относительно  этой прямой). Естественно по аналогии с двумерным пространством ввести понятия «пучка». В двумерном пространстве в одном пучке лежат прямые, проходящие через данную точку или параллельные друг другу прямые. В обоих случаях композиция симметрий относительно трех элементов пучка – инволютивна и снова симметрия относительно какого-то элемента пучка. Так мы определяем пучки в пространствах любой размерности: три линейных элемента А, В, С мы называем лежащими в одном пучке, если А*В*С – инволютивна (отсюда следует, что это – симметрия). Оказывается, А, В, С лежат в одном пучке если элемент, соединяющий А и В соединяет В и С и еще и С и А. Поэтому глядя на композицию симметрий А*В*С и стремясь свести ее к композиции каких-то двух симметрий, мы ищем элемент К, лежащий в одном пучке с А и В, и коммутирующий с С. Для этого мы находим элемент D соединяющий А и В, тогда К должен соединять D и С. В трехмерном пространстве все это несложно сделать. Вставляем К, как было описано, скобка справа превратится в одну симметрию (там три элемента в одном пучке) и скобка слева станет симметрией (там композиция двух коммутирующих элементов). Это очень беглый и неточный обзор, суть дела станет ясней при рассмотрении симметрий относительно прямых в трехмерном пространстве. Такие симметрии, порождающие винтовые лестницы – несомненно имеют отношение к архитектуре и эстетике.

Композиция симметрий относительно двух прямых в трехмерно пространстве – винтовое движение. При этом движении прямая, перпендикулярная им обеим, (соединяющий прямые линейный элемент) переходит в себя, она есть ось вращения винта, угол поворота винта есть удвоенный угол между проекциями этих прямых на плоскость, перпендикулярную оси вращения, а «вдавливание винта» - удвоенное расстояние между точками пересечения данных прямых с осью. «Вдавливание», разумеется, происходит вдоль оси вращения. Можно сказать, что композиция симметрий относительно двух прямых есть композиция поворота вокруг оси и параллельного переноса вдоль этой оси. Ось поворота – прямая, перпендикулярная обеим исходным прямым. Когда три прямые А, В, С в трехмерном пространстве лежат в одном пучке? Когда есть одна прямая, ось, перпендикулярная им всем (соединяющий их всех элемент). В этом случае А*В*С – снова симметрия относительно прямой, перпендикулярной оси. Это можно понять, поворачивая и перенося одновременно А и В вокруг и вдоль оси так, чтобы В совпало с С. 

Пусть теперь А, В, С – три произвольные прямые. Для краткости изложения случаи, связанные с параллельными прямыми мы не рассматриваем. Покажем. что композицию А*В*С можно свести к композиции симметрий относительно двух прямых. Пусть D – перпендикулярна А и В (та самая ось поворота), К – перпендикулярна D и С. Тогда А*В*С=А*В*К*К*С=(А*В*К)*(К*С). В левой скобке все прямые перпендикулярны D, в правой К и С перпендикулярны друг другу, поэтому в каждая скобка сокращается до симметрии относительно какой-то одной прямой. Кстати, точно такой же метод работает при изучении симметрии относительно трех биплетов: важно, что для двух биплетов существует биплет, перпендикулярный им обоим, своего рода «ось симметрии». В геометрии окружности концы этого биплета изящно находятся как предельные точки, но об этом мы пока не будем. Вернемся к геометрии прямых в трехмерном пространстве.

Ранее мы научились определять по аналогии с плоским треугольником «трехокружник». Сейчас мы по аналогии с плоским треугольником определим пространственный треугольник, состоящий из прямых. Пусть есть три прямые А, В, С. назовем их, например «сторонами». Прямые, соединяющие А и В, А и С, В и С (оси) – назовем «вершинами» (мы могли бы назвать и наоборот – переход от вершин к сторонам – точно такой же. Важно, что в таком непривычном треугольнике легко определить биссектрисы и высоты, и про них будут верны привычные теоремы. Высота такого треугольника – линейный элемент, соединяющий одну «вершину» с противположной стороной. Теорема о высотах утверждает, что все три высоты треугольника лежат в одном пучке. Биссектрисы такого треугольника – прямые, относительно которого симметричны стороны, можно выбирать три такие биссектрисы, которые лежат в одном пучке, как и в биссектрисах обычного треугольника. Заметим еще, что это построение можно обобщать и на случай, когда А, В, С – не прямые, а произвольные линейные элементы (симметрии). Но это требует большей аккуратности.
Есть еще одно интересное обобщение. Оно в первую очередь может заинтересовать знакомых с проективной геометрией: два линейных элемента А и В (две симметрии) определяют соединяющий их элемент (коммутирующую с ними симметрию). Мы можем сказать, что три линейных элемента А, В, С «прямоподобны» если А и В, В и С , С и А – соединяются одним и тем же линейным элементом. Мы можем ввести термин «парапрямая», и говорить, что два любых линейных элемента А и В определяют «парапрямую» - множество таких линейных элементов С, что А, В, С – «прямоподобны». У каждой парапрямой есть линейный элемент соединяющий все ее линейные элементы. Как пересекаются две парапрямые? Пусть первую парапрямую соединяет элемент D, а вторую – F, тогда элемент R, соединяющий D и F – лежит в обеих парапрямых. Мы видим. что парапрямые и линейные элементы образуют систему, похожую на базовые аксиомы проективной геометрии: через две точки можно провести прямую (через два линейных элемента можно провести парапрямую), две прямые пересекаются в двух точках (две пары парапрямых имеют общий линейный элемент). Сходство и отличие этой системы от проективной геометрии заслуживает внимания. Мы можем сделать похожее построение и с прямыми в многомерном пространстве, воспользовавшись тем, что для двух прямых есть прямая, перпендикулярная им обеим. Скажем, можно проверить, верен ли аналог теоремы Дезарга для прямых в трехмерном пространстве (три прямые лежат на одной парапрямой, если все три перпендикулярны одной оси). И про биплеты можно задавать подобные вопросы, причем там ситуация обогащается тем, что композиция симметрий относительно двух биплетов имеет предельную точку, которая является концом перпендикулярного им обоим биплета, обратная же к ней композиция даст другой конец этого биплета. Я пока не входил в детали этих заманчивых конструкций.  
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Вернемся в двумерную геометрию Евклида. Зададимся вопросом, что нужно знать про преобразование f, полученное путем композиций симметрий, чтобы быть уверенным, что это преобразование – ничего не меняет, то есть тождественное движение, Е. Это так, если f(X)=X для всех Х. Но трудно знать что-то про все Х сразу. Если мы знаем что f(A)=A в какой-то одной точке А, то наше преобразование может быть поворотом относительно А, или симметрией, относительно прямой, проходящей через А или центральной симметрией с центром в А. Если же мы знаем. что у преобразования f две неподвижные точки А и В, то ситуация резко меняется. Одно такое преобразование есть – это симметрия относительно прямой, проходящей через А и В. Докажем, что других таких преобразований (кроме тождественного преобразования, Е) – нет. Докажем вначале, что тогда все точки прямой, проходящей через А и В – неподвижны под действием f. В самом деле: середина между А и В неподвижна (она должна стать серединой между f(А)=А и f(В)=В, то есть остаться на месте, т.к. между А и В – одна середина). Мы нашли третью неподвижную точку. Но тогда середина между серединой А и В и А – тоже неподвижна. Середина между двумя любыми неподвижными точками – неподвижна, потому все точки отрезка между А и В – неподвижны. Мы можем выйти и за его пределы: А(В) должно быть неподвижно, В(А), и так мы получим ряд точек неограниченно уходящих в обе стороны прямой, все середины между ними неподвижны и т.п. Вся прямая неподвижна (строго говоря, так мы получим не все точки на прямой, а лишь – всюду плотное множество точек на прямой. Но, поскольку все наши преобразования непрерывны – отсюда следует, что и все точки неподвижны). Итак, при преобразовании f неподвижна прямая, проходящая через А и В. Отсюда уже тривиально доказать, что f – либо симметрия относительно прямой, либо тождественное движение. Что надо знать еще про f, чтобы выбрать один из этих двух вариантов? Т.к. симметрия относительно прямой меняет ориентацию точек на противоположную, то достаточно знать, изменилась ли ориентация хоть каких-то трех точек. Если изменилась – значит f симметрия, а если нет – тождественное движение. Иногда проще следить за какой-то точкой X не лежащей на прямой (А, В). Если мы знаем, что f(X) лежит по ту же сторону от (А, В) что и Х, то f=e. Порой мы ничего этого не знаем про точки. Мы получили f как композицию симметрий относительно прямых и откуда-то знаем, что у f есть две неподвижные точки. Чтобы понять, симметрия f относительно прямой, проходящей через эти точки, или f=e, достаточно знать, композицией симметрий относительно скольких прямых получено f. Если относительно четного числа, то обязательно f=e,  а если относительно нечетного числа симметрий, то f – обязательно симметрия. Так происходит потому, что каждая симметрия относительно прямой меняет ориентацию на противоположную. Поэтому композиция симметрий относительно нечетного числа прямых никак не может быть тождественным движением – чтобы ориентация точек поменялась, надо чтобы хоть одна из них поменяла свое место. Композиция симметрий относительно четного числа прямых никак не может равняться симметрии относительно прямой, так эта композиция оставляет ориентации точек неизменными, а симметрия – меняет на противоположные.
Предыдущее рассуждение было подготовкой к рассмотрению аналогичного вопроса про симметрии относительно окружности. Это не только поможет доказать ряд теорем о четверной и тройственной симметриях (15, 17), но и важно для понимания природы преобразований, получаемых композицией симметрий. Есть множество преобразований, оставляющих неподвижными две точки А и В – это симметрии относительно окружностей, проходящих через эти точки, композиции относительно этих симметрий, и не только они. Большинство преобразований таковы – имеют две неподвижные точки. Предположим, что преобразование f оставляет неподвижными три точки А, В, С. Через три точки можно провести единственную окружность S. Докажем, по аналогии с миром прямых, что f оставляет неподвижными все точки, лежащие на этой окружности. Для этого мы хотим по точкам А, В, С найти еще много неподвижных точек преобразования f. На прямой мы пользовались серединой между точками. Сейчас у нас нет понятия середины. В геометрии окружности расстояние между парой точек не измерить. На прямой мы пользовались симметрией А(В). Симметрии относительно одной точки в геометрии окружности нет. Но есть симметрия относительно двух точек – биплетная симметрия. Ею мы и воспользуемся для размножения неподвижных точек. Рассмотрим действие биплета (А, В) на С, мы получим новую точку K, лежащую на S. Нетрудно доказать, что f(K)=K. Мы получили четвертую неподвижную точку, причем она и С лежат по разные стороны от пары точек А, В. Мы можем рассмотреть действие биплета (В, С) на А, получить еще одну неподвижную точку. и так далее: мы получаем все новые неподвижные точки, применяем биплетную симметрию, получаем новые неподвижные точки, которые заполнят плотно всю окружность f. Как и в случае с прямой – отсюда следует, что все точки окружности S остаются неподвижны. Отсюда тривиально доказать, что f – либо симметрия относительно S, либо – Е, тождественное движение. В геометрии окружности, как и в геометрии Евклида можно ввести ориентацию. Правда, ориентация появится не у трех, а у четырех точек (как в трехмерном Евклидовом пространстве). Не будем входить в подробности определения ориентации в геометрии окружности – это большая и интересная тема, удивительная количеством вопросов, которые можно задать о столь простом соотношении. Нам важно, что как и в геометрии прямых: симметрия относительно окружности меняет ориентацию точек на противоположную, поэтому нечетное число симметрий относительно окружностей не может быть тождественным движением, а четное число симметрий относительно окружностей не может свестись к одной симметрии относительно окружности.
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Непосредственно для этой книги из двух предыдущих разделов нам важен только вывод: если композиция симметрий относительно окружностей оставляет неподвижными три точки, то это либо симметрия относительно окружности, проходящей через них, либо тождественное преобразование. С помощью этого факта мы сейчас докажем теоремы о разбиении четверки точек на пары тремя разными способами (15), увидим как из этих разбиений возникают перпендикулярные окружности и коммутирующие преобразования, и научимся осуществлять инверсию относительно данной окружности, используя лишь четыре точки, лежащие на ней. Также мы докажем теоремы о тройственной симметрии, возникающие из перестановки трех точек (17).
Пусть даны четыре точки A, B, C, D лежащие на одной окружности S. Мы знаем (14), что две любые пары точек, лежащие на одной окружности – определяют симметрию окружностей, при которой точки в одной паре меняются между собой местами. Четыре точки скрывают в себе три возможные «пары пар» точек – в зависимости от того, как мы разбиваем их на пары. Это похоже на то, как четверо школьников усаживаются за две парты, и мы записываем, кто с кем рядом сидит. Понятно, что если мы знаем с кем сидит какой-то один школьник, то мы знаем, что двое оставшихся – за одной партой друг с другом. Любая «рассадка точек по парам» определяет симметрию окружностей. Запишем все три возможные случаи:

Симметрия F: F(A)=B, F(C)=D (за одной партой или в одной паре А с В, С с D)

Симметрия G: G(A)=С, G(B)=D (за одной партой или в одной паре А с c, B с D)
Симметрия H: H(A)=D, H(B)=C (за одной партой или в одной паре А с D, С с B)
 Сейчас мы докажем, что любые две из этих симметрий коммутируют друг с другом и с S – окружностью, на которой лежат А, В, С, D, и что S=F*G*H. Поэтому симметрии F, G, H, S – есть симметрии рассмотренные нами, когда мы изучали три взаимноперпендикулярные окружности и симметрию их композиции. 
Покажем, например, что F*G=G*F это равносильно тому, что F*G*F*G=e. Покажем, что точки А, В, С, D – неподвижны под действием преобразования  F*G*F*G. Исходя из записанных выше трех разбиений на пары, определяющих F, G, H мы можем просто вычислить F(G(F(G(A))))=F(G(F(C)))=F(G(D))=F(B)=А. Итак, под действием этой композиции точка А остается на месте. Точно также вычисляется, что остальные точки В, С, D – остаются на месте. Поэтому А, В, С, D – неподвижные точки преобразования F*G*F*G. Значит, F*G*F*G – либо симметрия относительно S, либо тождественное преобразование. Т.к. в рассматриваемой композиции четное число симметрий, то оно не может равняться симметрии, следовательно эта композиция – тождественное движение. F*G*F*G=е. что и требовалось доказать.
Совершенно аналогично доказывается, что F*H=H*F и G*H=H*G. Вычисляя значения композиций в точках А, В, С, D  можно заметить, что на этих точках композиция относительно двух симметрий равна третьей симметрии, иначе говоря преобразование F*G*H неподвижно на точках A, B, C, D. Отсюда следует, что это преобразование – либо неподвижно на всех точках, т.е. тождественное движение, или – симметрия относительно S. Т.к. в этой композиции нечетное число симметрий, то преобразование совпадает с симметрией относительно S. Итак S=F*G*H, что и требовалось доказать. Отсюда тривиально следует, что S коммутирует с F, G и H. Мы доказали все, что обещали.
Мы занимались сейчас делом, имеющим на первый взгляд мало общего с геометрией. Мы – вычисляли. Но не числа, не величины связанные с векторами, длинами, углами. Мы вычисляли как меняются местами, как переходят друг в друга символы А, В, С, D (то, что они обозначают точки, а не школьников за партой было абсолютно не важно). Мы уже говорили, что все наши преобразования – частный случай теории групп. Сейчас мы столкнулись с важным разделом теории групп – группы перестановок конечного числа элементов. В нашем случае элементов было всего четыре.

Теперь мы извлечем из результатов вычислений перестановок А, В, С, D наглядные теоремы геометрии окружности, и долгожданный способ осуществлять инверсию относительно окружности без помощи чисел, линеек, угольников, а лишь проводя окружности через три точки. С него и начнем.

Пусть нам дана произвольная окружность S и точка Х вне ее. Мы хотим найти S(X) – точку, симметричную Х относительно S. Мы уже делали это сотни раз. Мы описали три способа осуществлять эту симметрию: через измерение длин, чертежный способ через проведение хорды и касательных, трехмерный способ, основанный на А-отображениях сферы. Все эти способы основаны не на геометрии окружности, поэтому было сказано: «а мы просто знаем S(X) и все. Она падает на нас, как «Бог из машины», как аксиома.» Теперь положение изменится.

Возьмем на окружности S четыре произвольные точки. Обозначим их, как и раньше: А, В, С, D. Симметрии F, G, H, как и ранее, обозначают симметрии, отображающие эти точки друг в друга. Мы видели, что F*G*H=S. Это означает, что S(X)=F(G(H(X))). Каждую из симметрий F, G, H мы умеем осуществлять, проводя всего две окружности: каждую через X и одну из пар точек, вторая точка пересечения этих окружностей и будет искомой. Так мы строим S(X) проведя всего три пары окружностей. Опишем подробней. (см %)
H(A)=D, H(B)=C, поэтому Н(X) есть вторая точка пересечения двух окружностей: одна проходит через Х, А, D, другая - через X, D, C . G(A)=С, G(B)=D, поэтому G(H(X)) есть вторая точка пересечения окружностей, проходящих через Н(Х), А, С и через Н(Х), В, D. F(A)=B, F(C)=D, поэтому F(G(H(X))) есть вторая точка пересечения окружностей, проходящих через G(H(X)), А, В и через G(H(X)), C, D. Так, пропутешествовав по пересекающимся окружностям от Х мы пришли к S(X)=F(G(H(X))). Что и требовалось. Заметим, что т.к. F, G, H все коммутируют между собой, то не имеет значения в каком порядке осуществлять описанное построение: мы могли бы вначале провести окружности через Х А, В и Х, С, D, затем провести окружности через вторую точку их пересечения и А, С и В, D, наконец, через вторую точку пересечения этих окружностей и А, D  и B, C. Полученная точка пересечения снова будет той же самой S(X). Уже это дает теорему о пересечении окружностей. Но эта теорема немного громоздко формулируется. Удивительней и проще формулируется другая теорема, назовем ее «теоремой о построении инверсии». Она утверждает, что если дана окружность S и точка Х вне ее, то каковы бы ни были точки А, В, С, D, лежащие на S, проведение описанных пар окружностей обязательно закончится в одной и той же точке, симметричной Х относительно S. Если мы возьмем другую четверку точек: L, M, N, R тоже лежащую на S, и исполним на эти точках такое же построение – мы придем в ту же точку S(X). На первый взгляд это кажется совершенно невероятным. Подумайте, почему из нее следует теорема, которая только что показалась «чересчур громоздкой». Речь снова идет о перестановке (переименовании) точек А, В, С, D. 
Очень бегло, чтобы не отклоняться от главной темы, замечу, что из теоремы можно вывести ряд интересных следствий для евклидовой геометрии. Например, если считать исходную точку Х – бесконечно удаленной. Тогда H(X) – точка пересечения соответствующих секущих к S, а S(X) – центр S, и можно сформулировать утверждение, что соответственные окружности обязательно пройдут через центр S. Можно выбрать Х так, чтобы она оказалась точкой пересечения секущих, проходящих через пары рассматриваемых точек. Тогда H(X) – бесконечно удаленная точка, и G(H(X)) – точка пересечения других секущих, проходящих через А, В, С, D. S(X) – окажется точкой пересечения двух окружностей, проходящих через те же точки, что и секущие. 
Присмотримся чуть внимательней к симметриям F, G, H. Среди них есть одна и только одна симметрия окружностей без неподвижных точек. Это та симметрия, которая определяется двумя парами точек, разделяющими друг друга. Для определенности предположим, что пара точек А, D разделяет пару точек В, С. Тогда симметрия H не имеет неподвижных точек. А у симметрий F и G – неподвижные точки есть, поскольку F и G коммутируют друг с другом, эти неподвижные точки лежат на перпендикулярных друг другу окружностях, а так как обе симметрии коммутируют с S, то обе эти окружности перпендикулярны и S. Поэтому мы имеем три взаимноперпендикулярные окружности, их свойства мы подробно рассматривали в (29). Симметрия Н есть композиция симметрий относительно них. Обратим внимание на внутренность и внешность окружности S. Симметрии F и G перемещают точки лежащие по одну сторону от S по той же стороне от S: внутренность остается внутренностью а внешность – внешностью S. А симметрия относительно S выворачивает наизнанку: внутренние точки переходя во внешние, внешние – во внутренние. Симметрия H выполняет такую же работу – выворачивает S наизнанку, переводя точки, лежащие на одной стороне от S в точки по другую сторону, внутренность S в ее внешность.

Докажем теперь, обнаруженный в (24) факт: точки касания четырех взаимнокасающихся окружностей А, В, С, D есть точки пересечения трех взаимноперпендикулярных окружностей. Там были введены естественные обозначения для точек касания: каждая точка была названо двумя буквами, по именам касающихся в ней окружностей. Было доказано, что АС, АD, ВС, BD – лежат на одной окружности обозначим ее S1. AB, AD, BC, CD - лежат на одной окружности обозначим ее S2. АВ, АС, BD, CD - лежат на одной окружности обозначим ее S3. Сейчас мы докажем, что S1, S2, S3 – перпендикулярны друг другу. Докажем, что точки пересечения S2 и S3 симметричны друг другу относительно S1. На S1 лежит 4 точки из шести, следовательно – точки пересечения, это как раз две оставшиеся точки АВ и СD, и нам надо доказать, что S1(AB)=CD. Воспользуемся только что доказанной теоремой о построении инверсии. Нам известны четыре точки, лежащие на S1 - АС, АD, ВС, BD, будем разбивать эти точки на пары и определять, куда переходит точка АВ. Первое из трех нужных разбиений: (АС, AD) и (ВС, BD). Окружность, проведенная через АВ и первую пару точек – это исходная окружность А (по названиям точек видно, что все они лежат на А), окружность, проведенная через АВ и вторую пару точек – окружность В, это опять-таки видно по названиям. А и В касаются друг друга. следовательно, при симметрии, определенной этими парами точек АВ остается на месте. Второе из трех разбиений пусть будет (АС, ВС) и (AD, BD), окружность, проведенная через АВ, АС, ВС – из «дополнительной» к А, В, С, D четверки окружностей (24) – все «дополнительные» окружности касаются друг друга в тех же самых шести точках, что и исходные. Эта окружность перпендикулярна А, В, С. Окружность, проведенная через AB, AD, BD – тоже из дополнительной четверки окружностей. Все окружности дополнительной четверки касаются друг друга, следовательно и эти окружности касаются друг друга, следовательно и при симметрии, определенной вторым разбиением на пары АВ остается на месте. Осталось последнее возможное разбиение: (АС, BD) и (АD, ВС). Окружность, проходящая через АВ, АC, BD – это S2, окружность, проходящая через СD, AD, BC – это S3. При этой симметрии АВ переходит в CD. Мы показали что при первых двух симметриях АВ остается на месте, а при третьей – переходит во вторую точку пересечения S2 и S3. По «теореме о построении инверсии» это означает, что S1(AB)=CD. Отсюда следует, что S1 перпендикулярна S2 и S3, т.к. обе они пересекаются в паре точек симметричных S1, что и требовалось доказать. Аналогично доказывается, что S2 перпендикулярна S1 и S3. Итак: все S1, S2, S3 перпендикулярны друг другу.
Теперь вернемся к нашим исходным точкам А, В, С, D, лежащим на окружности S. Разбивая их на пары мы получили три симметрии окружностей: F, G, H. Мы доказали, что F*G*H=S и извлекли из этого равенства теорему о построении инверсии. Также мы доказали, что все три симметрии – коммутируют между собой. Из этого коммутирования мы сейчас извлечем еще одну теорему о расположении точек на окружностях, причем иллюстрации к этой теореме очень изящны. (см%) Для теоремы можно взять любые две симметрии из трех, но я полагаю, что иллюстрации к случаю, когда обе симметрии имеют неподвижные точки – изящней, поэтому будем исходить из равенства F*G=G*F или F*G*F*G=e. Для извлечения теоремы о расположении точек из какого-то равенства композиций, обычно удобней читать это равенство так: для любой точки Х: F(G(F(G(X)))), забывая о специальном знаке * для композиции преобразования. Этот знак полезен для манипулирования с преобразованиями, а не для превращения полученных результатов в чертеж. Сформулируем полученное: если мы проведем через Х, А, С и Х, В, D окружности (преобразование G), через Y- вторую точку  пересечения этих окружностей, А, В  и через Y, С, D по окружности (преобразование F),  через Z – вторую точку пересечения этих новых окружностей, А, С и через Z и В, D (преобразование G), наконец через T – вторую точку пересечения новопроведенных окружностей и А, В, через T и C, D (преобразование F), то второй точкой пересечения последних окружностей будет точка Х. Можно сформулировать иначе, больше говоря о парах точек. Пусть даны точки А, В, С, D, лежащие на одной окружности и пусть пара точек Х, Y лежит на одной окружности с А, С и В, D, пара точек Y, Z на одной окружности с А, В и C, D, пара точек Z, T на одной окружности с А, С и B, D. Тогда пара точек T, X обязательно лежит на одной окружности с А, В, и С, D. Это звучит, на мой взгляд, более геометрично.
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Перейдем к рассмотрению тройственной симметрии окружностей. В (17) было замечено, что три произвольные точки А, В, С тоже определяют симметрию окружностей, причем не одну симметрию, а целых три, каждая из которых одну из трех точек оставляет неподвижной, а пару других – меняют местами. Обозначим эти симметрии F, G, H и пусть F(A)=A, F(B)=C; G(В)=В, G(A)=C; H(C)=C, H(A)=B. Сейчас мы будем изучать композиции, составленные из F, G, H и для этого – вычислять как такие композиции переставляют местами три исходные точки А, В, С. В прыдущем разделе мы поступали аналогично, но менялись местами 4 точки, а не три. Есть и другое отличие: тогда мы не могли с помощью таких композиций переставить четыре точки как угодно. А сейчас мы можем переставлять А, В, С – как захотим. При этом, если мы вычислим, что какая-то композиция оставляет все три точки А, В, С неподвижными, то это сразу даст нам теорему о расположении точек, как это было в предыдущем разделе. Ведь как было показано в (34), если композиция неподвижна на трех точках, то она – либо симметрия, либо тождественное движение, выбрать нужный вариант можно зная сколько симметрий участвовало в ней.
Но в начале немного простой геометрии. Все симметрии окружностей, F, G, H по своему определению имеют неподвижные точки, и следовательно – неподвижную окружность. Обозначим, как обычно, неподвижные окружности теми же буквами, что и симметрии. Заметим, что раньше мы видели перед собой окружность, и обозначали симметрию относительно этой окружности также как саму окружность. Сейчас же мы поступаем наоборот: мы определили симметрию, указав, как она действует на точках А, В, С и по имени симметрии назвали окружность. Многие теоремы сейчас будут доказываться нами «вслепую», без чертежей. Мы работаем с определениями симметрий, а показываем результаты – чертежами. В случае тройственной симметрии некоторые чертежи на первый взгляд настолько запутанны, что другой возможности просто нет. Но когда мы умеем их читать – они могут звучать стихами.
Прежде чем изучать композиции, покажем, что все три окружности F, G, H – пересекаются в двух точках, и точки эти – симметричны относительно окружности I, проходящей через А, В, С. Прежде всего заметим, что все три окружности F, G, H – перпендикулярны I, т.к. каждая из них переставляет пару точек, лежащую на I. Отсюда сразу следует, что точки пересечения любых двух из трех данных окружностей – симметричны относительно I. Теперь заметим, что F, G, H – биссектрисы «трехокружника с нулевым углом» (23), т.е. если мы рассмотрим три окружности, касающиеся друг друга в точках А, В, С, то при симметрии относительно, например, F – две такие касающиеся в точке А окружности поменяются местами, а третья окружность – останется на месте, т.к. в таком «равноугольном» трехокружнике биссектриса является и высотой. То, что три биссектрисы такого трехокружника пересекаются в одной паре точек мы уже объясняли в (23), теперь мы придем к этому же результату рассматривая композиции F, G, H.
Рассмотрим композицию t=F*G. t(A)=F(G(A))=F(C)=B (Вычислять надо просто подставляя значения F и G в точках А, В С, указанные при их определении). t(B)=F(G(B))=F(B)=C, t(C)=F(G(C))=F(A)=A. Итак: t(A)=B, t(B)=C, t(C)=A. Словами можно описать t так – t цикличеcки сдвигает точки А, В, С: первую точку во вторую, вторую в третью, а третью – в первую. Эту перестановку удобно записывать так: t=(А, В, С) имея в виду, что каждый элемент в записи отображается в следующий элемент, а последний – в первый. Так можно записывать не три, а четыре или сколько угодно элементов, циклически сдвигающихся. Но сейчас у нас три элемента: А, В, С. В прошлом разделе, когда мы вычисляли композиции преобразований, получающихся в результате разбиения четырех точек на пары – все композиции получались у нас инволютивными, а все симметрии – коммутирующими. Сейчас ничего подобного нет. t*t не равно тождественному движению, а F и G – не коммутируют. Кстати, мы подсчитали t=F*G, подсчитать t1=G*F нетрудно: t1 и t – взаимообратные элементы, т.е. t*t1=e. Поэтому перестановка t1 может быть записана в виде t1=(С, В, А). Легко проверить, что  t*t1=e. Перестановка t не инволютивна, F и G не коммутируют, но зависимости между этими симметриями есть, и сейчас мы их начнем извлекать. t*t*t=e. Это легко понять, исходя из формы записи t=(A, B, C), тогда t*t=(A,C, B) (мы берем А, затем не следующий элемент, а второй, затем снова второй), а t*t*t можно найти, взяв А, затем, не второй, а третий элемент, затем снова третий. Но, т.к. всего элементов три, то третий элемент от А – снова А и t*t*t=e. Кстати, если у нас есть какая-то перестановка элементов, то применяя ее последовательно мы рано или поздно получим тождественное движение, а то, сколько раз нужно ее применить – называют порядком этой перестановки. До сих пор все наши перестановки имели порядок 2, были инволютивны и определяли какую-то симметрию. Сейчас мы впервые получили перестановку третьего порядка.
Вернемся от перестановок точек к связанным с ними симметриям. Мы показали, что (F*G)*(F*G)*(F*G) неподвижна на всех точках А, В, С. Поскольку в этой композиции четное число симметрий – отсюда следует, что она – тождественное движение, оставляющее неподвижной каждую точку плоскости. В (17) Мы показали, как по произвольной точке Х построить F(X) и G(X). F(X) – вторая точка пересечения окружностей, одна их которых касается I (окружности, на которой лежат А, В, С) в точке А, а вторая проходит через В и С, при этом обе окружности проходят через Х. G(X) находится аналогично – одна из вспомогательных окружностей проходит через В и касается I, другая через А и С при этом обе проходят через Х. Таким образом, для формулировки теоремы надо провести шесть пар вспомогательных окружностей. Теорема же будет утверждать, что построение закончится в той же точке, что и началось. Именно эту теорему я и имел в виду, говоря о громоздких чертежах. (см%). Тем не менее, «читаемый» чертеж сделать можно, и путешествовать по парам окружностей, определяющих симметрию – интересно и необычно.

Рассмотрим теперь композицию всех трех симметрий F, G, H. Раньше, когда все рассматриваемые симметрии коммутировали, не важен был порядок симметрий в этой композиции. Теперь – порядок имеет значение. Рассмотрим, например, композицию H*F*G, вычислим ее значение на точках А, В, С. Это не так сложно, поскольку мы уже вычислили значения F*G. Мы придем к следующему выводу: на точках А, В, С -  H*F*G=F. Отсюда легко показать, что это равенство выполняется и для всех точек плоскости. Вспомним теперь, что такое равенство связывает «симметрии из одного пучка» - композиция трех симметрий из одного пучка есть снова симметрия из этого пучка (32) . В нашем же случае все еще проще. Домножим наше равенство так, чтобы слева осталась только Н. получим Н=F*G*F, или, вспомнив (27) о сопряженных элементах: H=F(G). Мы получили, что H и G симметричны относительно F. Аналогично доказывается, что любые две из этих окружностей симметричны относительно оставшейся. И уже из того, что H=F(G) следует. что все три окружности пересекаются в одной паре точек.
Из равенства H*F*G=F можно разными способами извлекать теоремы о расположении точек, аналогично тому, как мы поступали ранее – проводя вспомогательные окружности и утверждая, что построение закончится в той же точке, откуда началось. Но мы не будем сейчас это делать, а рассмотрим «трехокружник с нулевым углом» (из трех окружностей, взаимокасающихся в точках А, В, С), а затем и просто треугольник, составленный, как ни странно, не из «парапрямых» и «соединяющих элементов» (33) или окружностей (19, 21)  а из обычных точек и отрезков планиметрии.

Только что мы доказали что биссектрисы (F, G, H) такого трехокружника не только пересекаются в двух точках, но еще симметричны друг относительно друга. Если мы рассмотрим инверсию W, с центром в одной из точек пересечения биссектрис, то биссектрисы F, G, H перейдут в  симметричные друг другу прямые. Легко понять, что угол между этими прямыми – 60 градусов (дополнительный угол 120=360:3), и что точки А, В, С при этой инверсии перейдут в вершины равностороннего треугольника (биссектрисами, высотами и медианами которого будут W(F), W(G), W(H). отсюда, кстати, следует. что углы между F, G, H также равны 60 градусам.
Мы порой пользуемся геометрией прямых, чтобы проще доказать какую-то теорему про окружности. Этого можно было бы избежать, но зачем? Не следует педантично изгонять наши знания геометрии прямых ради «пуритантской чистоты» геометрии окружности. Хотя порой это полезно делать, проясняя суть происходящего. Но теперь мы поступим наоборот. Воспользовавшись геометрией окружности, докажем теорему о треугольнике евклидовой геометрии, которую непросто доказать и даже предположить, находясь в мире прямых.

Рассмотрим произвольную точку Х и точки F(X), G(X), Н(X). Легко видеть, что все они лежат на одной окружности (т.к. F, G, H –  одном пучке. Или можно воспользоваться тем, что H=F(G)), и окружность, проходящая через Х и точки F(X), G(X) – перпендикулярна F, G, H Пусть теперь X – бесконечно удаленная точка (8). Тогда все окружности, проходящие через X – прямые. F(X) – точка пересечения прямой, касающейся I в А, c прямой, проходящей через В и С, G(X) – точка пересечения прямой, касающейся I в В с прямой проходящей через А и С, H(X) – точка пересечения прямой. касающейся I в С, с прямой, проходящей через А и В. То, что эти три точки лежат на одной окружности с бесконечно удаленной точкой Х означает, что все эти три точки – лежат на одной прямой. Сами же точки F(X), G(X), Н(X) – центры окружностей F, G, H. Ведь центр окружности симметричен бесконечно удаленной точке.
Сформулируем это построение так, чтобы полученная теорема звучала «как настоящая» теорема о треугольнике А, В, С. Проведем в его вершине прямую, касающуюся описанную вокруг треугольника окружность и найдем точку пересечения этой прямой с противоположной данной вершине стороной. Так поступим в каждой вершине треугольника. Теорема гласит, что все три полученные точки обязательно лежат на одной прямой. Кстати, эта прямая фигурирует во многих задачах про треугольник. Мы можем продолжить нашу теорему: найдя каждую точку пересечения, мы построим окружность с центром в найденной точке и проходящую через вершину треугольника (от которой проводилась касательная). Три построенные окружности пересекутся в двух точках – утверждает наша теорема, и углы между этими окружностями – 60 градусов, продолжает теорема. Неудивительно – мы ведь только что построили окружности F, G, H средствами геометрии прямых.
Мы заканчиваем наш беглый обзор тройственной симметрии. Заметим, что почти все наши результаты не требовали никаких чертежей мы работали по преимуществу с перестановками трех элементов, и почти вся геометрия была следствием вычислений композиций этих перестановок. Часть получаемых теорем выглядела весьма громоздко, а часть – очень наглядно. Например, мы смогли вычислить углы между F, G, Н и обнаружить между ними симметрию даже не нарисовав эти окружности! Обратим внимание на один из доказанных нами фактов. Мы научились по трем точкам А, В, С определять симметрии окружностей F, G, H и доказали, что все эти окружности пересекаются в двух очках. Обозначим эти точки P и Q. Кстати, как было сказано, эти точки интересны еще и тем, что при инверсии с центром в какой-либо из них – треугольник А, В, С перейдет в равносторонний треугольник. Но важней для нас другое. Исходя из трех точек мы смогли выйти за пределы той окружности, на которой они лежат. Скажем биплетная симметрия не позволяет это делать, точно также никакая симметрия относительно точек или прямых, или окружностей – не позволяет «обнаружить другое измерение». А рассмотрение тройственной симметрии всего трех точек дало такую возможность. Теперь, получив из трех точек А, В, С две новые точки Р и Q (их естественно назвать «симметрическими центрами» точек А, В, С, т.к. они остаются неподвижными при всех преобразованиях,  меняющих А, В, С местами) мы можем продолжить «заселять» плоскость новыми точками, найдя «симметрические центры» например трех точек А, В, Р или Р, Q, А. И так далее. В этих построениях много интереснейших закономерностей, но здесь нет места их рассматривать.
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Вернемся к возведению гармонической мельницы, начатому в (31). В (32) было показано, что композиция пяти симметрий сводится к композиции трех симметрий относительно окружностей. А композиция симметрий относительно четырех окружностей – в общем случае не упрощается. Поэтому в мощной мельнице должно быть не меньше четырех окружностей. Мы и возведем две лопасти: первая лопасть – крутящая, вторая – стягивающая. В каждой лопасти – по две окружности, окружности, образующие крутящую лопасть – пересекаются друг с другом, окружности стягивающей лопасти – не имеют общих точек.
Мы сделаем еще одно: обе лопасти будут перпендикулярны друг другу (вполне естественно для мельницы). Обозначим окружности, образующие крутящую лопасть А и В, окружности стягивающей лопасти С и D. Проведем С и D перпендикулярными к А и В. Мы уже писали о стягивающей лопасти – окружности, образующие ее, должны быть недалеко друг от друга, чтобы лопасть не стянула все слишком быстро. Пусть h=(D*C)*(B*A). Действие h на объекты: точки или окружности и даст нам богатство эстетических форм. Сперва немного изучим h математически. В h – две составляющие: крутящая, обозначим ее w и стягивающая, обозначим ее v. v=D*C, w=(B*A), h=v*w. Прежде всего заметим, что v и w коммутируют друг с другом. Мы ведь выбрали пары окружностей, составляющих лопасти – перпендикулярными. А как обстоит дело с неподвижными точками? Обозначим P и Q точки пересечения А и В. w(P)=(B(A(P))=P, w(Q)=(B(A(Q))=Q, Т.к. С и D перпендикулярны то симметрии относительно них меняют местами P и Q (это центры пучка, куда входят С и D) и v(P)=D(C(P))=D(Q)=P, v(Q)=D(C(Q))=D(P)=Q. Поэтому h(P)=v(w(P))=P, h(Q)=v(w(Q))=v(Q)=Q. Итак у преобразования h – две неподвижные точки: точки пересечения окружностей крутящей лопасти, они же – центры пучка, куда входят окружности стягивающей лопасти. Точки Р и Q назовем центрами (или барочными центрами) преобразования h. 
Как действует h на точки и окружности? Проще начать ответ с окружностей, но не всех, а избранных. Пусть окружность Х проходит через точки P и Q, иными словами: лежит в том же пучке, что и окружности стягивающей лопасти А и В. Тогда под действием композиции симметрий относительно А и В она повернется в этом пучке, не выходя из него (т.к. снова будет проходить через точки P и Q), а под действием симметрий C и D – останется неподвижной, т.к. все окружности этого пучка – перпендикулярны А и В (вспомните про двойственные пучки 31). Итак, изучая действие h на Х можно отбросить окружности C и D, h(X)=w(X). Х – кружится среди окружностей-струн пучка, скрепленного в точках P и Q. 

Пусть теперь точки P и Q симметричны относительно Х, иными словами: Х лежит в том же пучке, что и окружности стягивающей лопасти С и D. Тогда уже симметрии относительно окружностей крутящей лопасти оставляют Х неподвижной, а композиция симметрий относительно стягивающей лопасти будет втягивать Х к одному из барочных центров. При этом Х все время будет оставаться в том же пучке, что и С и D. Изучая действие h на Х теперь можно отбросить окружности А и В h(X)=v(X). Х стягивается к барочному центру среди вложенных друг в друга окружностей пучка, двойственного пучку окружностей-струн.
Теперь нам проще представить движение произвольной точки Х под действием h. Проведем через Х окружность из пучка, в котором лежат С и D, под действием под действием v эта окружность останется неподвижной, а точка Х немного сдвинется на ней (сдвинется немного, если окружности крутящей лопасти близки друг к другу, а если между ними немаленький угол – то сдвинется весьма значительно). Через полученную точку w(X) проведем окружность, проходящую через барочные центры, под действием v эта окружность переходит в себя, поэтому  точка w(X) передвинется по проведенной окружности-струне, приближаясь к одному из барочных центром. Итак, h(X)=w(v(X)) можно представлять себе композицией некоторого кружения по одной окружности, и скольжения по другой, перпендикулярной первой. По отдельности эти движения были рассмотрены в (31), а теперь они действуют на Х совместно. Напомним: порядок, в котором мы применяем w и v – неважен, это и означает, что v и w коммутируют.
Запустим, наконец, нашу новую двухлопастную мельницу. Мы увидим, что точки Х, h(X), h(h(X)), h(h(h(X)))… - прорисовывают спираль. Чем дальше друг от друга (чем больше угол между ними) окружности крутящей лопасти, тем быстрее спираль кружится, чем дальше друг от друга окружности стягивающей лопасти, тем быстрей спираль стягивается. Спираль стягивается к одному из барочных центров. Чтобы увидеть полноценную спираль, надо дать мельнице «обратных ход», т.е. настроить обе ее лопасти на обратное преобразование, осуществив композицию симметрий обратным образом: g=(C*D)*(A*B). Ряд точек: Х, g(X), g(g(X)), g(g(g(X)))… прорисует нашу спираль в обратную от Х сторону, стягиваясь ко второму барочному центру. Мы видим непривычную двухцентровую спираль. Если принять один из ее центров за бесконечно удаленную точку (сделать инверсию с центром в барочном центре), то мы получим логарифмическую спираль. Если же отобразить с помощью стереографической проекции () нашу спираль на сфере, то мы получим привлекательную объемную линию, подсказывающую архитектурные формы. Заметим, что если мы рассмотрим действие h на другие точки: Y, Z, T… то мы получим расслоение плоскости на непересекающиеся спирали, выходящие из одного барочного центра и приходящие в другой.

Настоящее богатство форм начинается, когда мы рассматриваем действие h на окружности. Как обычно, все получающиеся формы делятся на два случая: окружность Х разделяет неподвижные точки преобразования h (барочные центры), или окружность Х их не разделяет. Второй случай описать немного проще. В этом случае можно считать Х не окружностью, а кругом, мы можем так расположить Х, что его размер под действием h никогда не станет очень большим, меняя радиус круга можно добиться того, чтобы Х и h(X) не имели общих точек, касались друг друга, или пересекались друг с другом. Все это будут эстетически существенные формы. Мы можем рассматривать движение нескольких разноцветных кругов одновременно. Интересно, что в этом случае получающиеся фигуры могут восприниматься не как плоские, но как объемные: круги взлетают из барочных центров. Разумеется, это не исчерпывающее описания получающихся фигур – многое становится понятным только глазами.

Еще более интересные явления происходят, когда Х разделяет барочные центры. В этом случае спираль (часто не одна) прорисовывается по точкам пересечения окружностей, появляющихся при действии h на окружность Х. Заметим, что все действие становится интересней, если барочные центры расположены не слишком близко друг к другу. Вблизи барочных центров возникают узоры, напоминающие фрактальные, а в зоне между ними могут возникнуть причудливые орнаменты. Могут возникнуть и привлекательные места в зонах пересечения окружностей между собой. Если настроить крутящую лопасть так. Чтобы угол между окружностями был 360:3 или 360:4, или 360:5 и т.п. то спирали будут обладать тройственной, четверной, пятикратной и так далее симметриями. 

Создав привлекательную спираль, можно ее обработать средствами Coreldraw. Можно задать цвет кругов, применить опцию combine и мы увидим необычное «хрустальное изделие».  Из него можно вырезать интереснейшие части. Можно пойти в компановке получающихся фигур дальше. Если взять фигуру, возникшую в результате движения Х, не разделяющей барочные центры, и создать копию этой фигуры с помощью симметрии относительно прямой, а затем совмещать оригинал и копию – мы получим богатство декоративных форм. Можно создать несколько копий и совмещать их, поворачивая. Совсем другие сюжеты будут получаться, если м будем проводить аналогичную компановку для случая, когда Х разделяет барочные центры. Здесь всегда есть место для экспериментов и самостоятельных наблюдений, в иллюстрациях приводятся примеры и было бы крайне интересно сравнить получающиеся фигуры с образами древнего религиозного искусства.
Вернемся к геометрии. Ранее (32) было показано, что композиция симметрий относительно пяти окружностей сводится к композиции симметрий относительно трех окружностей. Поэтому нет смысла рассматривать композицию симметрий относительно больше чем четырех окружностей – новых форм это не даст. Но мы-то в нашей мельнице рассматриваем композицию симметрий не относительно произвольных четырех окружностей. В нашей мельницу обязательно есть две пары перпендикулярных друг другу окружностей. Может быть, рассмотрев другие четверки окружностей, мы получим новые, эстетически значимые формы? Нет, композиция симметрий относительно четырех произвольных окружностей может быть сведена к композиции симметрий, которые производит наша двухлопастная мельница. Мы не будем приводить здесь доказательство.

Отметим еще следующий факт. Барочные спирали могут быть прорисованы, при решении уравнения. Пусть есть преобразование h, и мы хотим найти его неподвижные точки, то есть решить уравнение: h(X)=X. Можно сделать это так: взять произвольную точку X и построить точки h(X), h(h(X)), h(h(h(X))),… Если данная последовательно сходится к одной точке, то эта предельная точка и будет решением уравнения h(X)=X. Кратко, но слегка не точно, это можно объяснить так: если мы применим преобразование h бесконечное число раз, а после этого – еще один раз, то результат не изменится, как не изменится и бесконечность от прибавления к ней единицы. Впервые подобный, итерационный метод решения уравнений (правда совсем другого вида) предложил Ньютон. Чтобы получить второе решение уравнения h(X)=X, надо взять обратное к h преобразование g, и построить ряд точек: Х, g(X), g(g(X)), g(g(g(X))),… Этот ряд сойдется ко второй неподвижной точке преобразования h. А построенные для решения уравнения точки прорисовывают спираль.

Особенно интересно обстоит дело, если у нас есть два биплета (30)  А и В. К композиции симметрий относительно двух биплетов можно свести любую композицию симметрий относительно четырех окружностей. Пусть h=A*B и мы ищем указанным способом решения уравнения h(X)=X, находим две предельные точки, в ходе решения прорисовалась спираль. Рассмотрим теперь биплет С с концами в барочных центрах этой спирали. Удивительно: биплет С оказывается перпендикулярен А и В одновременно, что несложно доказывается, но здесь мы не будем это делать.
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Совершим экскурсию в геометрию и симметрии сфер в трехмерном пространстве. Для эстетической геометрии это имеет большое значение. Сперва перечислим, какие симметрии есть в трехмерном пространстве. Типы симметрий окружностей стали видны из рассмотрения трех взаимноперпендикулярных окружностей. В пространстве существуют четыре взаимоперпендикулярные сферы, обозначим их А, В, С, D. Композиции симметрий относительно этих сфер и определяют типы симметрий сфер в трехмерном пространстве. Первый тип симметрии – симметрия относительно сферы, она обычно определяется аналогично тому, как определяется инверсия на плоскости относительно окружности. Например – через произведение расстояний. Разумеется, ее можно определить и методами геометрии окружности или сфер, как было сделано в этой книге для плоскости, что мы и покажем чуть позже.
Второй тип симметрий понятен из рассмотрения А*В. Это – композиция симметрий относительно двух перпендикулярных сфер. При этой симметрии неподвижной остается окружность, по которой пересекаются А и В, и мы можем говорить о симметрии относительно окружности в трехмерном пространстве. Чтобы найти симметричную Х точку при такой симметрии, достаточно провести сферу, через Х и неподвижную окружность, и осуществить на этой сфере инверсию Х относительно окружности.

Третий тип симметрий понятен из рассмотрения А*В*С. Это симметрия относительно пары точек пересечения сфер А, В и С, иными словами – биплетная симметрия. Мы уже писали, как ее осуществлять. повторим: возьмем произвольную точку Х, проведем окружность, через Х и пару точек пересечения А, В и С (эту пару точек мы и называем «биплетом») осуществим на этой окружности биплетную симметрию, полученная точка и будет симметрична Х относительно А*В*С.

Четвертый тип симметрий усматривается из композиции А*В*С*D. У этой симметрии нет неподвижных точек, она подобна «симметрии окружностей без неподвижных точек». При этой симметрии меняются местами все точки пересечения сфер А, В, С, D. Между описанными симметриями есть красивые взаимоотношения, подобные тем, что мы видели в симметриях, порожденных тремя ортогональными окружностями, но эти взаимоотношения более богаты, т.к. мы имеем дело с большим числом типов симметрий.

Симметрия относительно сферы может быть представлена по-разному. Например – двумя парами точек, лежащими на одной окружности. Мы уже писали об этом в (). Может быть эта симметрия представлена и трехокружником: три пересекающиеся друг с другом окружности (кстати, такие окружности либо лежат на одной сфере, либо все пересекаются в одной и той же паре точек, но этот случай мы не будем называть трехокружником) определяют симметрию относительно сферы, при которой точки одной пары пересечения окружностей симметричны друг другу. Наконец, симметрия относительно сферы может быть представлена четыремя пересекающимися сферами. 
На этом случае мы остановимся подробнее. Четыре пересекающиеся сферы А, В, С, D, образуют в геометрии сфер фигуру, аналогичную трехокружнику. Трехокружник образовывал фигуру аналогичную треугольнику на плоскости, четыре пересекающиеся сферы образуют фигуру, аналогичную тетраэдру на плоскости. Принципиально различаются три случая: одна сфера разделяет пару точек пересечения трех других (4 римановы сферы), Обе точки пересечения трех сфер лежат по одну сторону от четвертой сферы (4 сферы Лобачевского) и пограничный случай – все четыре сферы имеют одну общую точку (4 сферы Евклида). Последний случай не определяет никакой симметрии. 

Мы можем рассмотреть пары точек пересечения любых трех из них. Всего мы получим 4 пары точек. Легко показать, что любые две пары этих точек лежат на одной окружности. Поэтому они задают симметрию сфер (). Гипотетически они могли бы задавать разные симметрии, но на самом деле – любые две пары точек из рассматриваемых четырех пар задают одну и ту же симметрию сфер. Геометрически отсюда следует: если пара точек X, Y лежит на одной окружности с точками пересечения сфер А, В, С и А, В, D, то Х, Y лежат обязательно на одной окружности с парой точек пересечения А, С, D и с парой точек пересечения В, С, D, что мы и назовем «теоремой о четырех сферах». Таким образом, 4 взаимопересекающиеся сферы задают симметрию сфер, причем, аналогично плоскому случаю: если исходные сферы – сферы Лобачевского, то у этой симметрии есть сфера неподвижных точек. Построение этой сферы аналогично построению окружности неподвижных точек симметрии трехокружника Лобачевского, она перпендикулярна исходным сферам. Если исходные сферы Римановы, то у возникшей симметрии сфер нет неподвижных точек, она коммутирует с симметриями относительно исходных сфер. Доказать теорему о четырех сферах можно рассматривая симметрии, а можно – выйдя в четырехмерное пространство, пользуясь тем, что в нем четыре гиперсферы пересекаются в двух точках. Нужные для доказательства гиперсферы будут проходить через точку Х и сферы А, В, С, D. 
Многие теоремы геометрии сфер переносятся без помех и очень изящно. Например, теорема о «серединной окружности» превращается в теорему о «серединной сфере»: мы берем две сферы, рассматриваем семейство сфер, касающихся их оновременно, точки касания этих сфер сами лежат на одной сфере, относительно которой симметричны две исходные сферы. Можно рассмотреть семейство сфер, касающихся трех данных. Нетрудно доказать, что точки в которых окружности этого семейства касаются между собой – образуют окружность, и получить отсюда теорему, что три биссектрисы трех сфер (биссектрисы сфер определяются по аналогии с биссектрисами окружностей) пересекаются по одной окружности. Можно перенести и метод решения задачи Аполлония – в общем случае есть 16 сфер, касающихся 4 данных. Много своеобразных теорем о сферах и окружностях касающихся друг друга, причем метод доказательства основан обычно на несложной комбинаторике, а вот чертежи – часто весьма затруднительны. Заметим, что среди сюрпризов геометрии сфер есть и такой: есть пять взаимокасающихся сфер. У них – 10 точек касания. А четыре взаимоперпендикулярные сферы имеют 8 точек пересечения, поэтому, в отличие от плоского случая на 8 точках пересечения четырех сфер не построить 5 взаимокасательных сфер. Есть и другое отличие: три взаимокасательные окружности своими дугами ограничивают область, где мы располагаем четвертую, касающуюся их всех окружность, а четыре взаимокасающиеся сферы никакой области пространства не ограничивают. Червяк может ползать между ними как захочет, не спрятаться и в таком укрытии от дождя.
Зато, в отличие от плоского случая, есть теорема о шести точках касания четырех взаимокасающихся сфер – эти точки обязательно лежат на одной сфере. В плоском случае это неинтересно – есть всего три точки касания трех взаимокасательных окружностей, три точки всегда лежат на окружности. А вот шесть точек в пространстве вовсе не обязательно лежат на одной сфере, но в данном случае – лежат, и сфера эта ортогональна четырем исходным, и шесть точек касания четырех сфер образуют великолепную шестерку точек касания четырех окружностей (полученных в результате пересечения исходных сфер с проведенной, перпендикулярной ей. Но оставим блистающее разнообразие теорем геометрии сфер.
В связи с эстетической геометрией нас интересует композиция симметрий относительно сфер. Какие типы фигур мы можем получить благодаря ей, как двигаются точки, окружности и сферы? Прежде всего, укажем, что если такое преобразование неподвижно на четырех точках, лежащих на сфере, то это преобразование или тождественное движение, или симметрия относительно этой сферы. Доказательство аналогично рассмотрению в (). Мы заселяем эту сферы точками, полученными из исходных с помощью биплетных симметрий, и симметрий относительно окружности. Эти точки тоже должны быть неподвижны при данном преобразовании. Значит – вся сфера неподвижна при данном преобразовании. Отсюда требуемое доказывается тривиально. Точно также, симметрия относительно сферы меняет ориентацию. Поэтому композиция из нечетного числа симметрий относительно сфер не может быть тождественным движением. Кстати, в геометрии сфер ориентация появляется не у четырех, а у пяти точек.
Мы видели, что композиция симметрий относительно пяти окружностей равна композиции симметрий относительно каких-то трех окружностей. Точно также можно доказать, что композиция симметрий относительно шести сфер равна композиции симметрий относительно четырех сфер. Поэтому достаточно изучать свойства композиции относительно пяти сфер. Фигуры, получаемые в результате действия такой композиции обладают некоторой симметрией, по сути это «удвоенные» фигуры, полученные в результате композиции относительно четырех сфер. Возможно, что это «удвоение» очень существенно для биологов, художников и архитекторов, но для математики – достаточно изучать композицию симметрий относительно 4 сфер. Типы получаемых фигур мы сейчас и будем классифицировать.

Пусть даны 4 сферы A, B, C, D, f=A*B*C*D. Первое, что важно узнать, есть ли у f точки втягивания, то есть такие точки куда втягивается пространство при многократном применении f. Оказывается, это определяется тем, являются ли четыре исходные сферы сферами Лобачевского или сферами Римана. Композиция относительно четырех Римановых сфер не имеет точек втягивания, а композиция относительно четырех сфер Лобачевского имеет точку втягивания и точку вытягивания (туда будет втягивать преобразование, h обратное к f, h=D*C*B*A). 
Назовем f преобразованием Лобачевского, если четыре исходные сферы – сферы Лобачевского. Тогда f создает трехмерные спиралевидные формы, простейший частный случай которых – винтовые лестницы, с которыми столкнулись в () изучая композицию симметрий относительно двух прямых в трехмерном пространстве. Но если винтовая лестница начинается и кончается в бесконечности, то у этих спиралевидных форм есть начало и конец. 
Пусть теперь четыре исходные сферы Римановы, f  теперь мы будем называть Римановым. В этом случае точки под действием f кружатся по пространству никуда не втягиваясь. Заметим, что в двумерном случае при таком преобразовании точки двигались по окружности и интересные формы возникали, когда мы изучали не движение точек, а движение окружностей. В трехмерном случае все иначе. Уже точки двигаются по разнообразнейшим траекториям. Эти траектории приближенно можно описать как траектории движения спутников планет. Сама планета вращается вокруг Солнца, а спутник вращается вокруг планеты, причем плоскость его вращения может не совпадать с плоскостью вращения планеты вокруг солнца, спутник движется по поверхности бублика (тору), а внутри бублика по окружности движется планета. Траектория спутника наматывается на бублик, при этом, в некоторых случая эта траектория замыкается и образуются узлы.

Тут наше сравнение хромает. Многообразие узлов, получаемых с помощью римановых преобразований превышает узлы, которые можно так нарисовать на бублике. Сложные узлы на бублике будут получаться самопересекающимися, а траектории, созданные римановым преобразованием – естественно, никогда сами себя не пересекают. Параметры узлов. возникающих в результате действия риманова преобразования определяются расположением исходных сфер, в первую очередь – углами между этими сферами.

И преобразования Римана и преобразования Лобачевского позволяют моделировать не только линии, но и поверхности, траектории «наматываются» создавая поверхности, причем поверхности эти кажутся пересекающимися, изгибающимися, напоминая в некоторых своих частях ленты Мебиуса. Получаются среди них и фигуры, напоминающие знаменитые лестницы Эшера. Разумеется, все эстетическое богатство форм появляется. когда мы рассматриваем не движение точек, а движение сфер или шаров. (см %). Неплохое представление о таких поверхностях дают раковины. Поскольку у раковин обычно есть две предельные точки: из которой раковина растет, и в которую она закручивается раковины больше связаны с преобразованием Лобачевского. Если же мы будем рассматривать более сложные раковины, то их не удастся промоделировать композициями сфер в трехмерном пространстве, они будут получаться проекцией многомерных преобразований сфер в трехмерное пространство. Или, их можно моделировать методами программы Dodeca.
Очень интересны проекции возникающих фигур на плоскость. Например, мы видим, что сложные плоские орнаменты возникают как проекция трехмерных узлов. Впрочем, на это намекают и многие древние орнаменты. изображенные в виде переплетающихся линий.

Я называю формы, полученные из преобразований Лобачевского «рогами» - отчасти следуя Сальводору Дали, который писал о закрученных «носорожьих рогах» как о всеобщем принципе форм, а формы, полученные из преобразований Римана – «узловидными». Правда, эти «рога» порой сами напоминают узлы. В двумерном случае формы можно описывать используя комплексные числа и комплексную эскпоненту, изображением которой служит логарифмическая спираль. В трехмерном случае, вероятно, подойдет исчисление кватернионов и кватернионные экспоненты. Но никакое исчисление не может заменить геометрического построения форм с помощью композиции симметрий – только оно в полной мере раскрывает эстетическое значение происходящего. И для рассмотрения многих геометрически тем тоже - лучше пользоваться геометрией симметрий, а не исчислением экспонент.
Чтобы наметить некоторые геометрические сюжеты, связанные с действием таких преобразований, обнаружим сперва одну важную новость, связанную с композицией симметрий. На плоскости нет никаких траекторий, подобных узловидным траекториям, возникающим в трехмерном пространстве. Все траектории, возникающие под действием h, композиции симметрий относительно четырех окружностей на плоскости – имеют вид двухцентровой барочной спирали. Один центр спирали, как мы говорили в () – точка втягивания, к которой приближаются все точки плоскости, другой центр – точка «вытягивания», от которой все точки удаляются, при обратном к h преобразованию точки втягиваются туда. откуда раньше вытягивались, и вытягиваются оттуда, куда втягивались. Если же точек втягивания и вытягивания нет, то h обязательно сводится к композиции двух симметрий, относительно двух пересекающихся окружностей, под действием такой композиции точки кружатся по окружности, не создавая интересных траекторий. Эстетический интерес представляет в этом случае не столько движение точек, сколько движений окружностей. А вот в трехмерном пространстве, как мы видели – есть эстетически интересные траектории у которых нет точек втягивания и вытягивания. Это узлы и узловидные «обмотки тора».

Мы начали геометрию сфер с рассмотрения типов симметрии. Теперь зададимся вопросом о «перпендикулярных элементах» или «коммутирующих симметриях» этой геометрии. С перпендикулярными сферами все более-менее понятно, они пересекаются друг с другом по окружности, есть основной признак перпендикулярных сфер: если одна сфера проходит через пару точек, симметричных относительно другой сферы, то эти сферы перпендикулярны друг другу. Есть и теорема, родственная первой теореме эстетической геометрии: если три точки симметричны другим трем точкам относительно одной сферы, то все шесть точек лежат на одной сфере.

Биплетная симметрия коммутирует с симметрией относительно сферы, если концы биплета симметричны относительно сферы. Или если сам биплет лежит на сфере. Точно также на плоскости: симметрия окружности коммутирует с биплетной симметрией, либо если биплет лежит на окружности, или если его концы симметричны относительно окружности. Все случаи можно выразить короче: если биплет при какой-то симметрии переходит в себя, то он с этой симметрией коммутирует. Это следует уже из рассмотрения сопряженных элементов ().

В пространстве появляется неожиданный тип коммутирующих или перпендикулярных окружностей. Аналога этого типа расположения «перпендикулярных элементов» нет ни в плоской геометрии окружности, ни в симметриях многомерного Евклидова и неевклидовых пространств. Чтобы найти его вернемся к композиции четырех взаимоперпендикулярных сфер: А*B*C*D. Эти четыре сферы (они обязательно Римановы), пересекаются по шести окружностям. Обозначим каждую из этих окружностей парой букв, указывающих на сферы, пересечением которых они получены. Любые две из этих окружностей коммутируют между собой. В самом деле, например АВ*АС=(А*B)*(A*C). Т.к. все сферы перпендикулярны друг другу и симметрий относительно них, коммутируют то порядок сфер в этой композиции можно менять как угодно: (А*B)*(A*C)=(А*С)*(А*В)=АС*АВ. Разумеется, все это равно В*С=ВС. Или АВ*СD=(A*B)*(C*D)=(C*D)*(A*B)=CD*AB. Здесь уже не удается ничего упростить. Есть и другая разница в этих двух примерах. Окружности АВ и АС обе лежат на А, пересекаются в двух точках, словом – уже знакомы нам по плоской геометрии перпендикулярные окружности. Окружности АВ и СD – совсем другое дело. Легко понять, что они вовсе не лежат на одной сфере, они не имеют общих точек, и они – зацепляются друг с другом. Одна окружность проходит сквозь другую, не задевая ее, как два браслета, которые можно разделить друг от друга только раскрыв один из них. Так соединены звенья цепи. Разумеется, такое расположение окружностей недостаточно для того, чтобы симметрии относительно них коммутировали. 

Заметим, что если четыре исходные сферы А, В, С, D – римановы, то окружность пересечения А и В всегда зацепляется с окружностью пересечения С и D, точно также окружность пересечения А и С зацепляется с пересечением двух оставшихся сфер, и, наконец окружность пересечения А и D зацепляется с пересечением двух оставшихся сфер. (Как и четыре точки, четыре сферы можно разделять на пары тремя способами. и каждый способ дает что-то новое). Условие зацепления этих окружностей равносильно тому, что одна сфера разделяет точки пересечения двух других. Кстати, это обобщается и в случае, если А, В, С, D не сферы а «разумно определенные замкнутые поверхности», любые три из которых пересекаются в двух точках и все это корнями тесно связано с расположением двух пар точек на окружности.
Итак, мы видим, что есть два типа перпендикулярных окружностей в трехмерном пространстве. Один тип, пришедший по наследству из плоской геометрии, когда перпендикулярные окружности лежат на сфере и пересекаются, другой – когда эти две окружности зацепляются. Как уже было сказано, зацепляющиеся окружности вовсе не обязательно перпендикулярны. Но у них есть одно общее важное свойство: композиция симметрий относительно двух таких окружностей не имеет точек втягивания и вытягивания. Результат их действия - не «рога», а узлоподобные формы римановых преобразований. Более того, любое риманово преобразование можно свести к композиции симметрий относительно двух зацепляющихся окружностей. И часто так преобразование удобней представлять.

Если же две окружности не имеют общих точек и не зацепляются, то композиция преобразований относительно них – преобразование Лобачевского, результат действия которого извилистые «рога». У такого преобразования есть точка втягивания. Итак, есть критерий, позволяющий определить расположение произвольных окружностей R и S в трехмерном пространстве: если у преобразования h=R*S имеется точка втягивания, иными словами точки h(X), h(h(X)),…,h(h(…h(X)…)) стремятся к одной точке, то R и S не зацепляются, а если эта последовательность точек не сходится к одной точке, а как-то кружится – исходные окружности – зацепляются (или пересекаются). Подобная же идея позволяет различить пары точек разделенные сферой (или окружностью на плоскости). Пара точек определяет биплетную симметрию. Если сфера (или окружность на плоскости) разделяет концы биплета, то композиция симметрий относительное биплета и сферы – не имеет точек втягивания, и дает узловидные формы (на плоскости будут просто окружности), а если концы биплета лежат по одну сторону от сферы (или окружности на плоскости), то у композиции симметрий относительно сферы и биплета обязательно будет точка втягивания (предельная точка).

На этом я завершаю экскурс в геометрию симметрий сфер. Это увлекательнейшая область для исследования: она лежит на стыке топологии (потому что понятие разделения и зацепления выделяются на первый план), анализа, комбинаторики, теории групп (в том числе и групп Ли) и чистой геометрии, а изящные формы возникают здесь в ходе работы почти сами собой. Я надеюсь, общими усилиями эта тема будет продолжена.

39
Для того, чтобы заполнить некоторые пробелы изложенного в первых частях, надо подробней рассмотреть возможности, открывающиеся с понятим пучка окружностей. Благодаря нему возможно многие методы и теоремы, доказанные для пересекающихся окружностей обобщить на случай непересекающихся. Начнем с теоремы о трех окружностях (). Пусть среди трех исходных окружностей А, В, С есть не пересекающиеся. Возьмем точку Х и проведем через нее окружность, лежащую в том же пучке, что окружности А и В, затем вторую окружность, лежащую в том же пучке, что В и С, и, наконец, окружность, лежащую в том же пучке, что А и С. Обобщенная теорема о трех окружностях утверждает, что все три построенные окружности сами лежат в одном пучке (т.е. либо все касаются друг друга в точке Х, либо пересекаются в двух точках). Но теорему можно обобщить и дальше. Необходимо для этого «изгнать» из формулировки точку Х. В геометрии окружности с формулировками можно «играть» много: один и тот же чертеж удобно описывать по-разному. В данном случае, обобщением теоремы от трех окружностей оказывается утверждение о четырех окружностях: даны 4 окружности A, B, C, D, нам известно, что пучок, в котором лежат А и В соединим () с пучком в котором лежат D и С, (существует окружность, а точнее говоря – симметрия окружностей, лежащая в обоих пучках одновременно). В таком случае, утверждает обобщенная теорема – существует и окружность, лежащая одновременно в одном пучке с В и D, а также в одном пучке с A и D. Раньше нам часто приходилось разбивать четыре объекты на пары, здесь происходит тоже самое: мы разбиваем четыре окружности на пары (это можно сделать тремя способами). Каждая пара окружностей формирует пучок, в котором сама лежит. Если, при каком-то разбиении окружностей на пары существует окружность, лежащая в обоих полученных пучках, то, утверждает теорема при любом разбиении на пары существует окружность, лежащая в двух, определенных этим разбиением, пучках одновременно. Эту теорему можно назвать «теоремой о четырех пучках», а теорема о трех окружностях оказывается ее частным случаем. Докажем теорему о четырех пучках, пользуясь аналогией с евклидовой стереометрией. Будем рассматривать не пучки окружностей, а пучки плоскостей. Две плоскости образуют пучок, в нем лежат все плоскости, проходящие через прямую пересечения двух данных. Пусть теперь А, В, С, D означают не окружности а плоскости. Что означает, что два пучка плоскостей соединимы? То, что есть плоскость, проходящая через прямую, по которой пересекаются все плоскости первого пучка и, одновременно, проходящая через прямую, по которой пересекаются все плоскости второго пучка (случаи параллельности мы не будем рассматривать ни здесь, ни далее). В нашем случае, это означает, что прямая, образованная пересечением А и В лежит в одной плоскости с прямой, образованной пересечением С и D. Две прямые лежащие в одной плоскости – пересекаются в точке (напомним, что параллельность мы не рассматриваем). Поэтому условие соединимости пучка, в котором лежат А и В с пучком, в котором лежат D и С оказалось равносильным тому, что все четыре плоскости пересекаются в одной точке. Но, в таком случае – прямая пересечения В и D пересекается с прямой пересечения А и С (в этой самой точке пересечения всех четырех плоскостей) и соответствующие пучки также соединимы, что и требовалось доказать.

Теперь вернемся к окружностям. Будем мыслить их расположенными на сфере. Как было отмечено в () окружности можно рассматривать как пересечение плоскостей со сферой, а пучки окружностей – как совокупность окружностей, лежащих на плоскостях, пересекающихся по одой прямой. Теорема доказана. Но сейчас мы «передокажем» ее, не используя выход в третье измерение. Нам понадобится лишь одна аналогия: решающим оказалось, что у четырех плоскостей есть общая точка, иными словами, нашлась симметрия (относительно этой точки), коммутирующая с симметриями относительно всех четырех исходных плоскостей. Мы найдем симметрию, с которой коммутируют все окружности двух соединимых пучков. Пусть F – окружность, соединяющая пучок, где находятся А и В с пучком, где находятся С и D. Тогда пучок, где находятся С и D совпадает с пучком, где находятся С и F (т.к. С, F, D – в одном пучке). А пучок, где лежат А и В совпадает с пучком, где лежат F и А (т.к. А, F, B – в одном пучке. Итак, нам удалось уменьшить число окружностей: мы можем рассматривать два пучка: в одном лежат А и F, в другом С и F, если мы найдем симметрию окружностей. коммутирующую с А, С, F, то она будет коммутировать и с B и D. Изучая трехокружник () мы показали, что такая симметрия есть в случае трех взаимопересекающихся окружностей. Осталось рассмотреть случай трех произвольных окружностей. Он весьма важен и мы рассмотрим его отдельно, позднее, а пока – предположим, что искомая окружность, перпендикулярная А, С, F – есть. Она перпендикулярна также B и D, обозначим ее R. Докажем, что если четыре окружности перпендикулярны какой-то одной, то любые пучки, в которых лежат эти окружности – соединимы. Для этого вспомним определение пучков через перпендикулярность. Пучок определяется парой окружностей, перпендикулярных всем окружностям пучка. Одна окружность, перпендикулярная всем рассматриваемым – найдена. Это – окружность R. Докажем, что, например пучок в которых лежат А и С соединим с пучком, в которых лежат В и D. Пусть пара окружностей, определяющая первый пучок будет R и какая-то еще окружность, ортогональная А и С. Пара окружностей, определяющая второй пучок – R и какая-то окружность, ортогональная В и D. Проведем окружность (или найдем симметрию, коммутирующую с тем, чем нужно)  перпендикулярную R  и двум новопостроенным окружностям. Эта окружность (или симметрия) и будет искомой. Она ортогональна окружностям, порождающим пучок, где лежат А и С, и окружностям, порождающим пучок В и D, следовательно – она лежит в одном пучке с А и С и в одном пучке с В и D. Что и требовалось. Знакомые с проективной геометрией из этих рассуждений смогут вывести моделирование трехмерной проективной геометрией на основе геометрии окружности: плоскостью можно назвать совокупность симметрий, коммутирующих с данной.
Заметим, что в наших рассуждениях есть неточность. Три евклидовых окружности, т.е. три окружности пересекающихся в одной точке не определяют ни перпендикулярной им окружности. ни коммутирующей с ними симметрии. Но есть кое-что, что может это заменить – сама точка пересечения! Я не буду здесь входить в увлекательные детали, возвращающие нас к старому тезису: точка есть частный случай окружности (). Есть и другие неточности, связанные с некоторой вольностью перехода от коммутирующих симметрий к перпендикулярным окружностям. Но они легко устранимы при аккуратной работе.

Определив пучок окружностей, мы научимся находить высоты трехокружника, у которого нет вершин. А именно, у трехокружника А, В, С где, например, окружности А и В не имеют общих точек. Высотой, опущенной на С мы назовем окружность лежащую в том же пучке, что А и В и перпендикулярную С. Три высоты трехокружника А, В, С, определенные таким образом – сами обязательно лежат в одном пучке. Мы можем и уточнить теорему о биссектрисах трехокружника: три биссектрисы трехокружника обязательно лежат в одном пучке (разумеется, третью биссектрису надо правильно выбрать из двух возможных, как и в случае трех биссектрис треугольника). Заметим, также, что между окружностями не имеющих общих точек есть биссектриса (симметрия) не имеющая неподвижных точек. Такую симметрию, как было сказано (), также удобно рассматривать как элемент пучка.

Эти соображения позволяют получить решение задачи Аполлония в общем случае. Всюду, где раньше говорилось о «паре точек пересечения» надо мыслить теперь пучок окружностей, и даже «пучок симметрий», чтобы включать в рассмотрение и симметрии без неподвижных точек, меняющие местами окружности, не имеющие общих точек. Мы не будем здесь развивать эти построения.
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 Докажем теперь, что для любых неримановых окружностей А, В, С существует окружность D, перпендикулярная им всем. Если А, В, С – евклидовы окружности, то в роли такой окружности. как было сказано, выступает общая точка их пересечения. Мы говорили (), что с этой точкой можно связать отображение, помещающее всю плоскость в нее. Это, конечно, не инволютивное преображение (если не полагать, что в точке скрывается целый мир, который и отобразился в плоскость, а плоскость – в этот мир), но это отображение коммутирует с симметриями относительно А, В, С. Случай, когда А, В, С образуют трехокружник Лобачевского рассмотрен в (). Если все А, В, С касаются друг друга, то они перпендикулярны окружности, проходящей через точки касания. Если все три окружности лежат в одном пучке, то есть бесчисленное количество окружностей, перпендикулярных им всем. Осталось разобрать случай, когда среди этих трех окружностей есть две не имеющие общих точек. Пусть это окружности А и В. Они образуют пучок окружностей, в котором лежат сами, пусть Р и Q – центры этого пучка (). Любая окружность, проходящая через эти центры – перпендикулярна А и В. Мы знаем (), как провести окружность через пару точек, перпендикулярную данной – отразить эту пару точек относительно данной, по первой теореме эстетической геометрии четыре полученные точки лежат на одной окружности, эта окружность и будет искомой. В нашем случае искомая окружность проходит через P, Q, C(P), C(Q). Что и требовалось доказать.
Из доказанного мы извлечем теорему о центрах пучков. Пусть все три окружности А, В, С – не имеют общих точек. Тогда, утверждает теорема все 6 центров трех пучков: в первом лежат А и В, во втором В и С, в третьем А и С – обязательно лежат на одной окружности. В самом деле, окружность, перпендикулярная А, В, С одновременно обязана проходить через эти центры, т.к. любая окружность. перпендикулярная двум окружностям, не имеющим общих точек – проходит через центры пучка, в котором лежат исходные окружности. что и требовалось доказать.

Окружность, перпендикулярная  трем исходным А, В, С – обозначим ее R - обладает рядом предельных свойств. Они особенно интересны, когда А, В, С – взаимопересекаются. Возьмем произвольную точку Х на плоскости, и начнем действовать на нее симметриями относительно А, В, С в произвольном порядке. Х начнет передвигаться на плоскости, то не хаотично, а неуклонно приближаясь к R. Еще наглядней предельное свойство R выявляется при «размножении окружностей». Мы начнем инвертировать А, В, С относительно друг друга, получающиеся окружности мы тоже будем инвертировать относительно А, В, С. Это напоминает отражения в калейдоскопе. Общее количество окружностей стремительно (экспоненциально) возрастает. Разумеется, все получающиеся окружности не будут стягиваться к R. Ведь в систему получающихся окружностей входят, например, окружности А(В), В(А(В)), А(В(А(В)))… (с подобным мы сталкивались в (31)), кружащиеся в своем пучке, никуда не стягиваясь. Но таких окружностей в общем количестве размножающихся инвертированием окружностей будет немного. Большинство получающихся окружностей будет, уменьшаясь в размере, стягиваться к R. Поэтому на экране дисплея, где изображается процесс, область вблизи R будет становится ярче и разноцветней, и сама R быстро начнет прорисовываться.

Если же А, В, С – римановы окружности, то подобного происходить не будет. При описанном размножении, окружности будут носиться по всему экрану, заполняя его. В трехмерном пространстве происходят аналогичные явления, если рассматривать размножение сфер, начатое четырьмя исходными. Если четыре сферы – сферы Римана – то ничего никуда не стягивается, а если – сферы Лобачевского, то перпендикулярная им всем сфера обладает предельными свойствами.
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Начав инвертировать несколько окружностей друг в друга, и экспоненциально заселяя плоскость получаемыми образами мы вступили во владения фрактальной геометрии. Именно так пришел к фракталам их общепризнанный создатель Мандельброт. Основная идея фракталов – самоподобие. Часть фрактального рисунка подобна целому. Разумеется, эта идея существовала и до открытия фракталов математиками, как и рисунки, которые сегодня назвали бы фрактальными существовали и несколько тысяч лет тому назад. Но систематическое научное их изучение началось только в последние 50 лет. Именно там, быть может впервые после открытия перспективы, математика и эстетика открыто встретились между собой.
Начнем с простейшего случая. Пусть у нас есть три взаимокасающиеся окружности А, В, С. Начнем инвертировать их друг в друга. на следующем шаге мы получим 6 новых окружностей: А(В), А(С), В(А), В(С), С(А), С(В). Все они касаются друг друга по цепочке и ортгональны окружности I проходящей через точки касания А, В, С. Каждая точка окружности I лежит внутри одной и только одной из этих шести окружностей. На следующем шаге у нас прибавится 12 окружностей, на четвертом шаге 24 и так далее. С каждым шагом число окружностей удваивается, все окружности, получаемые на одном шаге касаются друг друга и перпендикулярны I. С каждым шагом получаемые окружности уменьшаются в размере, стягиваются к I, все меньше отличаясь от точки, лежащей на I. Получающиеся окружности можно «закодировать» или «превратить в слова». Писать, например, АВАСВС вместо А(В(А(С(В(С))))). Можно было бы писать вместо этого, следуя () А*В*А*С*В*С*В*С*А*В*А (результат действия композиции А*В*А*С*В на С) но в этом пока нет смысла. Мы видим что каждому слову из трех букв – не совсем каждому, в таких словах не может быть рядом одинаковых букв, т.к. композиция симметрий относительно одной и той же окружности сокращается в записи – соответствует окружность. На первом месте слова может стоять любая буква из трех: А, В, С, а на последующих местах – любая буква кроме предыдущей. Поэтому-то и легко подсчитать, сколько получается на шаге N окружностей: 3 умножить на 2 в степени N-1. Чем длиннее слово, тем ближе означенная им окружность к I, тем меньше точек на I лежит внутри этой окружности, но все слова длины N накрывают собой всю окружность I. Заметим, что окружность, представленная словом АВАСВС лежит внутри окружности А, внутри окружности представленной словом АВ, внутри АВА, внутри АВАС, внутри АВАСВ. И так для всех слов: окружность, представленная началом слова накрывает окружность представленную всем словом. К произвольной точке окружности I мы можем сколь угодно подобраться достаточно длинным словом из трех букв. Это напоминает приближение к  произвольному числу последовательностью его десятичных знаков. Заметим, что под действием последовательных инверсий, относительно А, В, С – любая точка Х плоскости будет стремиться к окружности I.
А что будет, если три исходные окружности А, В, С не имеют общих точек? Предположим еще, что ни одна из трех окружностей не разделяет две другие. Все, сказанное про слова и представленные ими окружности сохраняет свою силу. Получающиеся окружности точно также стягиваются к окружности I, перпендикулярной А, В, С. Но теперь – вовсе не к каждой точке I можно подобраться словом из трех букв. С самого начала – окружности А, В, С – не накрывают всю окружность I, а только некоторые ее части. Если мы рассмотрим слова длины N, то чем больше N, тем больше мест на I не покрытых ни одной окружностью, представленных словом длины N. Что же получается в пределе? Когда А, В, С касались друг друга – предельным множеством была вся окружность I, окружность I – замкнутая линия, у нее есть длина. А теперь в пределе – мы получим бесчисленное множество точек на I, по своим свойствам немного напоминающее множество рациональных чисел. Длины у такого множества нет, и никакая это не линия. Но это множество точек отличается от рациональных чисел. В нем – больше точек. Столько же, сколько точек на I. Точные формулировки потребует некоторого знакомства с теорией множеств, скажем только, что наше множество предельных точек в этом случае называют «Фрактальной пылью». Любая точка Х плоскости под действием инверсий относительно А, В, С в конце концов попадет во «фрактальную пыль».

Хочется все же получить не только пыль, или окружность в качестве предельных точек. Хочется получить какую-то непрерывную извилистую линию. Для этого можно взять 5 касающихся друг друга окружностей А, В, С, D, E, причем таких, чтобы точки их касания не лежали на одной окружности, и ни одна окружность не разделяла другие. Точно также, окружности начинаем инвертировать друг в друга. Каждую получающуюся окружность можно закодировать словом из пяти букв, причем две одинаковые буквы не могут стоять в этом слове рядом. Легко понять, что раз исходные окружности касаются друг друга, то внутри них лежит какая-то замкнутая линия, которую окружности накрывают целиком. Отсюда следует, что внутри окружностей. полученных на следующем шаге – также лежит какая-то линия. И так далее, на каждом шаге внутри получаемых окружностей есть замкнутая линия. Окружности с каждым шагом становятся все меньше, и в конце концов, в пределе, остается только какая-то линия. У нее есть много интереснейших свойств, а последовательность приближающихся к ней окружностей – эстетически внушительна. Именно такая линия привела Мандельброта к открытию фракталов.

Но хочется получить не только извилистую линию. Хочется получать узоры. Для этого надо ослабить условия. которые мы требовали от исходных окружностей: разрешить им пересекаться и разделять друг друга. При удачном расположении исходных окружностей – мы получим такие узоры, они формируются, постепенно заполняют весь экран, мутируя. А можем ничего интересного и не получить, просто сочетание линий, пятен. Узоры, полученные таким образом и называют фракталами (разумеется, есть и другие способы получения фракталов).

В начале книги было сказано о золотом сечении. Вернемся к нему перед концом. Рассмотрим снова три взаимокасающиеся окружности А, В, С. Обозначим композицию инверсий А*В*С=h. Рассмотрим действие h на произвольную точку плоскости Х, то есть последовательность точек Х, h(X), h(h(X)), h(h(h(X))),… Эта последовательность стягивается к некоторой точке на окружности I, ортогональной трем исходным, обозначим полученную предельную точку Y. Хочется дать какую-то числовую меру для полученной точки. Это можно сделать, взяв за основу три точки касания исходных окружностей между собой: все они лежат на I, мы можем одну из них принять за ноль, другую – за единицу, а третью – за бесконечно удаленную точку (для знакомых с проективной геометрией поясню – речь идет о нестандартно введенном двойном отношении). Тогда числовая мера Y окажется равной – золотому сечению! А последовательные симметрии относительно А, В, С будут удобно выражаться с помощью инволютивных функций 1-х и 1/x, которые приведут нас к цепным дробям. Но и эту тему излагать подробно здесь нет места.

В заключение познакомимся с построением красивого фрактала «DDU-венок», основанного на десяти одинаковых, касающихся друг друга по цепочке окружностей – десяти монетах, выложенных цепочкой так, чтобы точки их касания сами лежали на одной окружности, перпендикулярной окружностям монет. Следующий шаг можно мыслить двояко. Заменить каждую из десяти окружностей на новую десятку одинаковых окружностей, касающихся друг друга и перпендикулярных исходной (исходная стала направляющей десяти новорожденных окружностей). И так далее. А можно мыслить более инженерно: взять десять десятков касающихся друга окружностей и начать их совмещать их друг с другом, так. чтобы у двух соседних десятков были две налагающиеся друг на друга окружности. При разумном соединении все сойдется. Затем взять десять экземпляров полученных венков и снова соединить их в один. И так далее. На иллюстрациях это показано подробно и несложно выполняется в Coreldraw, а если нам хочется плести супервенки – придется перейти в фотошоп.
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