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Бесполезная геометрия?
Или: потерянная геометрия окружности и симметрий.

Предисловие.
Ниже я вкратце очерчу содержание статей. Но в начале я постараюсь объяснить, почему вообще стоит заниматься геометрией окружности. Для меня она интересна и бесценна сама по себе. Но я думаю, что из нее можно получить и пользу, как и для других разделов математики, так и методическую, для преподавания. Трудно назвать в какой-либо другой части геометрии теоремы, которые проще всего доказать используя методы и идеи теории групп, а геометрия окружности почти начинается с них. Она объединяет в себе геометрии Евклида, Римана и Лобачевского. Также в нее вплетены темы анализа и топологии. 
Хотя исторически геометрия окружности очевидно изучалась: она присутствует в религиозном искусстве почти всех народов – сегодня она на положении пасынка в математики. Что-то из теорем о прямых или треугольниках помнят почти все: «пифагоровы штаны на все стороны равны» или «биссектриса это крыса…», но не только дилетанты могут не знать ни одной теоремы геометрии окружности. Я стараюсь восполнить этот пробел. К сожалению очень интересные темы, показывающие связь геометрии окружности с фракталами и законами эстетики – не уместились в мои скромные статьи. Но можно посмотреть мои опыты на сайте http://revolt33.narod.ru или скачать программу, пройдя по этой ссылке.   http://revoltp.livejournal.com Я надеюсь в следующей серией статей объяснить эти темы.

В изложении большую роль играют рисунки. Я надеюсь в дальнейшем вывесить необходимое в интернете. Некоторые можно найти по указанной ссылке. А пока – довольно подробно описываю их словесно. Самостоятельное (пусть и не очень точное) построение этих рисунков – будет неплохим упражнением для читателя.
Укажу три замечательные книги, в которых содержатся подробные доказательства тех теорем, на которые я просто ссылаюсь без доказательств или которые просто полезно прочитать в связи с излагаемым мною. Коксетер «Геометрия», Гильберт «наглядная геометрия», Бахман «Построение геометрии на основании понятия симметрии». Впрочем, я стараюсь писать так, чтобы предварительное знакомство с литературой не требовалось.

В 19-ом веке геометрией окружности занимались швед Магнус, немец Мебиус, норвежец Софус Ли и знаменитый Пуанкаре. В отличие от них (насколько мне известно по источникам) – я стараюсь рассматривать геометрию окружностей методами ее самой.
Я называю разделы «Статьями» а не «Главами», поскольку я старался сделать их максимально независимыми друг от друга. Тем не менее, незнакомым с основными свойствами инверсии – надо прочитать ее определение в ст. 1, иначе все остальное будет непонятным. Также не обойтись и без ст. 2 – ее идеи витают повсюду в тексте. Впрочем, сам я прочитал очень мало книг по математики «от корки до корки, страница за страницей». Я находил в них самое интересное, и когда окончательно переставал понимать – искал объяснения и определения в начале, в пропущенном. Пожалуй, именно такого читателя я представлял себе.

В статье 1. я излагаю новый метод решения знаменитой задачи Аполлония об окружности, касающейся трех данных и даю необходимые для этого определения инверсии, указываю ее основные свойства и определяю что такое ортогональные окружности. Те, кто уже знаком с этими определениями могут очень бегло их пролистать. В статье 2 я доказываю разными способами давно известную теорему о пересекающихся окружностях. Я даю разные доказательства не только потому, что они изящны, но и, главным образом, потому, что они позволяют обобщить эту теорему. Эта теорема дает возможность определить инверсию через три пересекающиеся окружности или через четыре точки лежащие на одной окружности и занимает одно из важнейших мест в геометрии окружности. Также в статье определяется фундаментальное понятие пучка окружностей.

В статье 3 доказываются различные теоремы про окружности, причем доказательства используют методы теории групп (перестановки четырех или трех элементов), не требуя предварительного знакомства с этой теорией. В статье 4 моделируется проективное пространство на основе понятия ортогональных окружностей и суммируются основные свойства пучков окружностей. Те, кто заинтересован исключительно геометрией окружности, могут пропустить все связанное с проективным пространством.

В статье 5 систематически изучаются композиции инверсий – для прояснения идей статья начинается с изучения композиций симметрий относительно прямых на плоскости. По ходу дела в статье даются некоторые определения теории групп. Также в статье рассматриваются симметрии в трехмерном пространстве и указывается на их родственность с симметриями геометрии окружности. Вводится очень важное понятие «биплетной симметрии».

В статье 6 излагаются разные задачи геометрии окружности, в том числе изучаются различные свойства трех окружностей. Три окружности играют в геометрии окружностей такую же фундаментальную роль, как треугольник в геометрии Евклида. Более того, как показано в статье 7 – изучение «трехокружников» позволяет удобно моделировать евклидовы и неевклидовы геометрии и доказывать теоремы всех эти геометрий одновременно. В статье вводится понятие изогональных окружностей и используя его доказывается теорема о пересечении биссектрис между окружностями.

В статье 8 завершается разбор задачи Аполлония и решаются однотипные задачи на построение касательных или ортогональных окружностей в разных ситуациях. В статье 9 завершается начатый в статье 3 разбор свойств четырех взаимнокасающихся окружностей, доказывается теорема о задании композиции инверсий ее значениями на трех точках и изучаются свойства углов между окружностями.

Конечно, многие теоремы излагаемые мною известны специалистам, но, я полагаю метод и идеи, предлагаемые мною – новы и более просты, чем известные ранее.

Револьт Пименов. С-Петербург-Берегово. 2006-2007
Ранее на тему геометрии окружности мною написана статья «Математическое просвещение» (№3, 1999 год), проведено несколько занятий в Герценовском Педагогическом университете с магистрантами проф. Н. С. Подходовой, выступление на международной конференции в этом университете и проведен кружок в математической школе №239 С-Петербурга. Также компьютерные программы, основанные на геометрии окружности демонстрировались ученикам школы г. Петрозаводска.
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Бесполезная геометрия?
Или: потерянная геометрия окружности и симметрий.

Статья 1.
Новое решение задачи Аполлония о проведении окружности, касающейся трех данных.

Краткое содержание статьи.

В статье вводятся фундаментальные понятия геометрии окружности: симметрия окружностей (инверсия) и перпендикулярность окружностей. Эти понятия используются для решения классической задачи о проведении окружности, касающейся трех данных. Показывается, что таких окружностей может быть от нуля до 8, а в одном, исключительном случае – бесчисленное множество.

Построение искомой окружности аналогично построению окружности, касающейся трех данных прямых, или знакомой из школьного курса "окружности, вписанной в треугольник". Чтобы построить эту окружность, надо провести биссектрисы треугольника (они пересекаются в одной точке!), эта точка и будет центром искомой окружности. Опустим из этой точки перпендикуляры на стороны треугольника 

Рисунок 1.

(Треугольник, три его биссектрисы, точка их пересечения, перпендикуляры из этой точки на стороны треугольника, точки пересечения этих перпендикуляров со сторонами, искомая окружность)

Окружность, проходящая через три точки пересечения указанных перпендикуляров со сторонами треугольника и будет искомой.

Для того, чтобы найти окружность, касающуюся трех данных окружностей достаточно обобщить этот способ построения. Нужно понять, что будет "биссектрисой" между окружностями (мы знаем, что такое биссектриса между прямыми), и что такое "перпендикулярные окружности". Это будет сделано с помощью преобразования инверсии или "симметрии окружностей".

Сколько искомых окружностей?
Рассмотрим разные случаи расположения трех окружностей и "на глазок" оценим, сколько может быть окружностей, касающихся их всех.

1.Из трех данных окружностей одна – расположена между двумя другими.

Рисунок 2.

(окружность В разделяет окружности А и С) 

В этом случае каждая окружность, касающаяся А и С – пересекает В, поэтому нет ни одной окружности, касающейся одновременно А, В и С.

2.

Рисунок 3.

(три исходные окружности А, В, С – все сами касаются друг друга)

В этом случае есть две окружности, касающиеся их всех. Одна лежит внутри области, ограниченной дугами. Мы можем мыслить ее как каплю, втиснутую внутрь. Другая – охватывает все три исходные окружности. Мы можем представлять ее как лассо, затянутое на трех окружностях. Впрочем, можно считать, что любая исходная окружность, напр. А, также подходит для решения задачи: она касается двух других, а касается ли окружность саму себя? Это – дело определения.

3.

Рисунок 4.

(Три исходные окружности пересекаются между собой и точки пересечения двух из них расположены по разные стороны от третьей окружности.)

В этом случае вся плоскость оказывается разбита на 8 частей. 7 из них ограничены дугами окружностей и в каждую из них можно поместить одну окружность, касающуюся трех исходных. восьмая область плоскости неограниченна, в ней также можно поместить окружность, касающуюся трех данных. Она будет охватывать их, как лассо.

4.

Рисунок 5.

(Все три окружности пересекаются между собой, но точки пресечения первых двух расположены по одну сторону от третьей окружности).

В этом случае плоскость также разбита на восемь частей и существует восемь окружностей, касающихся исходных, но свойства у них другие.. Заметим, что теперь одни части плоскости ограничены двумя дугами, а другие – тремя или четырьмя (в предыдущем случае все части плоскости имели границу из трех дуг). В областях ограниченных четырьмя дугами есть по две искомые окружности, в областях, ограниченных тремя дугами – по одной, а в областях, ограниченных двумя дугами – ни одной. Всего получается восемь окружностей, касающихся трех исходных, как и в предыдущем случае.

5.

Рисунок 6.

(все три исходные окружности касаются друг друга в одной точке)

В этом случае существует бесчисленной количество окружностей, касающихся исходных, все они касаются друг друга в одной точке, той же, что и три исходные. Такой набор окружностей называется "пучком касательных окружностей".

Фундаментальные понятия:
Симметрия окружностей. Ортогональные или перпендикулярные окружности и биссектрисы. Алгебраическая запись для симметрии.

Биссектрисой между двумя пересекающимися прямыми, или биссектрисой угла между двумя прямыми называют прямую, делящую пополам этот угол.

Рисунок 7.

(пересекающиеся прямые А и В и биссектрисы основного L1 и дополнительного L2 углов)

Угол между L1 и А равен углу между L1 и В, угол между L2 и А равен углу между L2 и В, угол между L1 и L2 – всегда прямой. При симметрии относительно L1 прямая А перейдет в В, прямая В – в А. Мы можем выразить это записью: L1(А)=В, L2(В)=А. Также и L2(А)=В, L2(В)=А. Поэтому биссектрису между двумя данными прямыми можно определить как прямую, относительно которой данные прямые симметричны.

Биссектриса между окружностями определяется точно также!
Биссектриса между двумя окружностями – это такая окружность, относительно которой обе окружности симметричны. Симметрия между окружностями называется инверсией и была строго определена шведским математиком Магнусом в первой трети прошлого века. 

Определение и основные свойства инверсии:

Обычно инверсию определяют через расстояния, алгебраически. Я поступлю также, хотя из дальнейших статей станет ясно, что это можно сделать иначе или, имеет смысл считать инверсию неопределяемым, аксиоматическим понятием.

Пусть дана окружность А с центром в О и точка Х. Образом точки Х при инверсии относительно окружности А называют точку Y, такую что:

Y лежит на прямой (ОХ) причем О не разделяет точки Х и У и |OX|*|OY|=R*R где R – радиус окружности А.

Рисунок 8. 

(Окружность А, ее центр О, прямая (OX) и точка Y)/

Обозначают это так: А(Х)=Y. Из определения легко видеть, что если А(Х)=Y, то А(Y)=X. Точки Х и Y в этом случае называют еще "инверсно сопряженным относительно А".

Свойства инверсии (симметрии окружностей):

1. Точки окружности А остаются неподвижными при инверсии относительно А, т.к. если Х лежит на А, то |OX|=R, |OY|= R*R/|OX|=R, отсюда следует, что Х совпадает с Y.

2. Внутренности А инверсно соответствует внешность, т.е. точке, лежащей внутри окружности А инверсно сопряжена точка, лежащая вне окружности А. Иначе говоря – инверсия выворачивает окружность А наизнанку.

3. Чем дальше точка Y от окружности А, тем ближе Х к центру окружности А. При очень удаленных Y Х почти совпадает с центром О. Т.к. |OX|=R*R/|OY| если |OY| очень велико, то |OX| – почти ноль.

4. Считают, что центр окружности А инверсно сопряжен с бесконечно удаленной точкой.

5. При инверсии окружности переходят в окружности. Иначе говоря, если некоторые точки лежат на одной окружности, то сопряженные с ними точки – также лежат на одной окружности.

Рисунок 9.

(Окружность А и две сопряженные относительно нее окружности В и С)

А(В)=С. в этом случае окружности В и С называют сопряженными относительно окружности А (а окружность А называют сопрягающей окружностью).

6. Прямые инверсно сопряжены с окружностями, проходящими через центр окружности А.

Рисунок 10. 

(Окружность А, прямая С и окружность В, проходящая через О, центр окружности А. А(С)=В)

В геометрии окружности прямую считаю частным случаем окружности. Все прямые – проходят через бесконечно удаленную точку (которая инверсно сопряжена с центром окружности А). Это соответствует нашей интуиции о том, что прямая – это окружность "бесконечно большого радиуса".

Уже сейчас мы можем определить биссектрису между окружностями В и С. Это такая окружность А, что А(В)=С. Но чтобы объяснить, что это – "настоящая" биссектриса, определим, что называют углом между окружностями. Углом между пересекающимися окружностями называют угол между касательными к этим окружностям в точке пересечения.

Рисунок 11.

(Пересекающиеся окружности В и С и касательные к ним в двух точках пересечения этих окружностей)

Окружности пересекаются в двух точках, но углы между касательными в точках пересечения – одинаковы. (откуда – по или против часовой стрелки надо отсчитывать угол, определять пока не будем)

Если окружность А проходит через точки пересечения В и С и делит угол между ними пополам, то она и будет биссектрисой между ними, А(В)=С. Как и в случае двух пересекающихся прямых – есть две такие окружности. Обозначим вторую D, тогда D(В)=С. Угол между А и D равен 90 градусам.

Рисунок 12.

(Окружности  В и С и две биссектрисы между ними)

Важнейшее свойство угла между окружностями: он не меняется при инверсии. Если угол между В и С равен то после инверсии относительно какой-нибудь окружности К угол между К(В) и К(С) – также равен 

Рисунок 13.

(Окружности К, В и С их образы при инверсии относительно К – К(В) и К(С)).

Угол между касающимися друг друга окружностями равен нулю. Угол между окружностями, не имеющими общих точек – не определяют.

Для всего дальнейшего важнейшую роль играет определение и свойства ортогональных окружностей. Определение: окружности, угол между которыми равен 90 градусам – называются ортогональными или перпендикулярными.

Рисунок 14.

(Две ортогональные окружности В и С. из центра окружности В проведены два радиуса, в их концах проведены две касательные, они перпендикулярны этим радиусам. В точке их пересечения и находится центр ортогональной к В окружности С, проходящей через концы проведенных ранее радиусов)

Точка Х, лежащая на окружности С при инверсии относительно окружности В переходит в точку В(Х) и также лежит на С. Иначе говоря – окружность С переходит в себя при инверсии относительно В, В(С)=С (при этом точки С меняются местами, но остаются на окружности С). Это аналогично тому, что прямая, перпендикулярная данной, переходит в себя при симметрии относительно данной прямой.

Перпендикуляр, опущенный на окружность.

Известно, что из данной точки на данную прямую можно провести один и только один перпендикуляр. А через данную точку Х можно провести бесчисленное множество окружностей, ортогональных данной окружности А.. Если окружность В проходит через Х и ортогональна А, то А(Х) – снова лежит на В – это следует из сказанного ранее при описании рис. 14. Поэтому все окружности ортогональные А и проходящие через Х, проходят также и через А(Х).

Рисунок 15.

(Окружность А, пара сопряженных относительно нее точек Х, и А(Х), несколько окружностей, проходящих через эту пару точек)

Также верно, что если окружность проходит через пару сопряженных с А точек, то она ортогональна А. Это можно выразить и так: если одна точка окружности В при инверсии относительно А лежит на В, то и все точки окружности В при инверсии относительно А – снова лежат на В и вся окружность В при инверсии относительно А – переходит в себя А(В)=В. Это как и многие другие свойства инверсии я оставляю без доказательства, т.к. их легко найти в любом хорошем учебнике геометрии.

А вот через две точки Х1 и Х2 можно провести одну и только одну окружность ортогональную данной окружности А. В отличие от предыдущего, это мы сейчас докажем. случай когда Х1 и Х2 лежат на окружности А описан ранее (рис. 14). Пусть хотя бы одна из точек, напр. Х1 не лежит на А. Тогда А(Х1) не= Х1. проведем окружность через три точки: А(Х1), Х1 и Х2. Она будет ортогональна А т.к. проходит через пару сопряженных относительно А точек: Х1 и А(Х1). С другой стороны, всякая окружность, проходящая через Х1 и ортогональная А – проходит и через А(Х1). Поскольку она по условию проходит и через Х2, а через три точки проходит только одна окружность – то искомая окружность – единственна. Также она проходит и через А(Х2).

Рисунок 16.

(Окружность А, пара точек Х1 и Х2 и сопряженные с ними точки А(Х1) и А(Х2), окружность проходящая через все эти четыре точки и ортогональная А)

Итак мы доказали, что через пару точек Х1 и Х2 можно провести одну и только одну окружность ортогональную данной. Также по ходу дела мы доказали, что если отразить инверсно любые две точки относительно произвольной окружности А, то две исходные точки и их образы – лежат на одной окружности (ортогональной А). В дальнейшем в этой статье вместо слов "проведем через пару точек окружность, ортогональную А" буду говорить "опустим из пары точек перпендикуляр на А" (по аналогии с перпендикуляром к прямой).

Отметим без доказательств еще следующие свойства инверсии. Пусть есть окружность В и пара сопряженных относительно нее точек Х и Y. Тогда образы точек Х и  Y при инверсии относительно произвольной окружности А, будут сопряжены относительно образа окружности В при инверсии относительно A. Это можно записать и так: Если Y=В(Х), и С=А(В) то А(Y) и А(Х) сопряжены относительно А(В). Точно также, если Х и Y – не точки, а сопряженные относительно В окружности: их образы после инверсии относительно произвольной окружности А будут сопряжены с образом В при инверсии относительно А.

Дадим еще определение мнимой инверсии. Оно не понадобится нам в этой статье, но будет очень важно в следующих. Вернемся к определению инверсии и рис. 8. Все сохраняется неизменным, кроме одного пункта: Точка О, центр окружности А будет разделять сопряженные при мнимой инверсии относительно А точки Х и Y. Свойства мнимой инверсии во многом отличаются от свойств обычной инверсии: например при мнимой инверсии точки, лежащие на А не остаются неподвижными, а отражаются симметрично относительно центра окружности А. можно представлять мнимую инверсию как композицию: сначала осуществляется обычная инверсия относительно  А, а потом – симметрия относительно центра А.

Решение задачи Аполлония. (Для важнейшего частного случая)

Пусть все три исходные окружности А, В, С пересекают друг друга, причем третья окружность разделяет точки пересечения двух других (см. рис. 4). Выберем среди восьми областей, на которые окружности разбивают плоскость ту, которая лежит внутри всех окружностей (она пронумерована цифрой 1) и построим окружность, лежащую в этой области и касающуюся трех исходных. Для это поступим, как и было сказано в начале статьи аналогично построению окружности, вписанной в треугольник. Выберем те биссектрисы окружностей А, В и С – которые проходят через область 1. Например проведем биссектрисы между А и В и между В и С. Одна точка пересечения будет лежать в области 1, а другая в области 8 (вне всех окружностей). по свойству биссектрис, которое верно и для биссектрис окружностей, биссектриса между А и С также пройдет через эти две точки. Обозначим точки пересечения биссектрис, проходящих через область 1 Х1 и Х2. 

Рисунок 17.

(Три исходные окружности А, В, С, биссектрисы между ними, проходящие через область 1,  точки пересечения этих биссектрис Х1 и Х2)

Теперь, как и в случае с треугольником, опустим перпендикуляры из этих точек на окружности А, В, С. каждый такой перпендикуляр пересекает окружность (которой он перпендикулярен) в двух точках. Одна из этих точек лежит на границе области 1, другая – на границе области 8. Обозначим точки пересечения перпендикуляра на А – А1 и А2, на В – В1 и В2, на С – С1 и С2. причем пусть точка, лежащая на границе области 1 имеет индекс 1, а на границе области 8 – индекс 2. проведем через точки А1, В1 и С1 – окружность. Она и будет искомой, касающейся всех окружностей А, В, С. При этом она лежит внутри области 1 (внутри всех исходных окружностей). Если же мы проведем окружность через точки А2, В2, С2, то она будет лежать внутри области 8 (вне всех трех исходных окружностей), охватывая, как лассо, окружности А, В, С.

Рисунок 18.

(К рисунку 17 добавлены перпендикуляры, опущенные из точек Х1 и Х2 на исходные окружности и их точки пересечения с окружностями А, В, С)

Рисунок 19.

(Изображена искомая окружность, проходящая через А1, В1, С1 – точки пересечения перпендикуляров с окружностями А, В, С, лежащие на границе области 1)

Чтобы лучше уяснить расположение окружностей, расположенных в остальных шести областях, воспользуемся аналогией с треугольником. Точнее, мы найдем окружности, касающиеся всех трех прямых (продолженных сторон треугольника).

Рисунок 20.

(три пересекающиеся в разных точках прямые, все биссектрисы между ними, точки пересечения этих биссектрис, окружности с центрами в этих точках пересечения биссектрис, касающиеся трех исходных прямых).

Три прямые, образующие треугольник, разбивают плоскость на 7 областей. При этом 3 из них ограничены двумя прямыми и в них нельзя поместить окружности, касающиеся всех трех прямых, а 4 области ограничены всеми тремя прямыми и в них есть искомые окружности. Мы проводим все возможные биссектрисы между тремя исходными прямыми (между каждой парой прямых – 2 биссектрисы,  а пар прямых всего три поэтому биссектрис всего 2*3=6). Но точек пересечения у этих биссектрис – всего 4 и в каждой сходятся по три биссектрисы. И каждая точка пересечения является центром окружности, вписанной в одну из областей плоскости (каждая точка пересечения биссектрис равноудалена от всех трех прямых).

Чтобы аналогия со случаем трех окружностей стала полней, будем считать (как и делают в геометрии окружности), что прямые – это окружности, пересекающиеся в бесконечно удаленной точке.

Вернемся к окружностям. Допустим, мы хотим найти окружность, лежащую внутри области 5 (внутри окружности В и вне окружности А и С). проведем биссектрисы между А и В и между В и С, проходящие через эту область. Они пересекаются в двух точках Р1 и Р2, причем одна из них будет лежать в области 5, а другая в области 4, которая в своем роде "противоположна" области 5 – там лежат точки, расположенные вне окружности В и внутри окружностей А и С. В этом же смысле противоположны друг другу области 1 и 8, 2 и 7, 3 и 6.
Как и в случае с треугольником – между В и С, проходящая через область 5 – также проходит через точки Р1 и Р2. Проведем из этой пары точек окружности, перпендикулярные А, В и С. Как и ранее – обозначим точки пересечения перпендикуляра с окружностью, на которую он был опущен через А1, А2; В1, В2; С1, С2. Причем точки А1, В1, С1 лежат на границе области 5, а А2, В2, С2 – на границе области 4. Окружность, проведенная через А1, В1,С1 – лежит внутри области 5 и касается трех исходных, а окружность, проходящая через А2, В2, С2 – лежит внутри области 4 и также касается трех исходных.

Аналогично надо поступить, строя окружности лежащие в оставшихся областях, на которые окружности А, В и С разделили плоскость.

Вопросы.
1. А почему окружность, построенная описанным способом – касается трех исходных?

2. Почему три биссектрисы между окружностями – пересекаются в двух точках?

3. А что будет, если три исходные окружности расположены иначе?

Ответы на первые два вопроса будут даны в следующих статьях. а третий вопрос частично разберем здесь. Рассмотрим случай, когда все три окружности не имеют общих точек и любые две лежат по одну сторону от третьей. Ранее мы определили угол между пересекающимися окружностями и биссектрису между пересекающимися окружностями. Мы назвали А – биссектрисой между В и С если угол между А и В равен углу между А и С и А проходит через точки пересечения В и С. Другое определение было А(В)=С (из того, что инверсия сохраняет углы между окружностями легко следует, что из А(В)=С следует сформулированное равенство углов). Свойство А(В)=С и возьмем за определение биссектрисы и в случае, когда В и С не пересекаются.

Рисунок 22.

(не имеющие общих точек окружности В, С и их биссектриса А)

Если В и С не пересекаются, есть всего одна биссектриса между ними. Заметим сходство с прямыми на плоскости. Если В и С – параллельные (непересекающиеся) прямые, то есть только одна прямая А, такая, что А(В)=С. А лежит "посередине" В и С.

Рисунок 23.

(описанные прямые, А, В, С)

При этом есть много точечных симметрий, переводящих В в С. 

В случае окружностей В и С не имеющих общих точек – также есть еще симметрии. меняющие В и С местами, но о них мы будем говорить в других статьях серии.

Рисунок 24.

(непересекающиеся окружности А, В, С, такие что любые две лежат по одну сторону от третьей, биссектрисы между ними, пересекающиеся в точках Р1 и Р2, перпендикуляры из Р1 и Р2 опущенные на А, В, С, точки пересечения этих перпендикуляров с теми окружностями, на которые они опущены и проходящие через эти точки две окружности, касающиеся трех исходных)
Поступим аналогично разобранному случаю. проведем биссектрисы между А и В и между В и С. Если они пересекаются (а они могут и не пересечься, в этом случае надо определить "пучок" окружностей, что будет сделано в следующих статьях), то проведем соответствующие перпендикуляры. Обозначим точки пересечения перпендикуляров с теми окружностями, на которые они опущены А1, А2, В1, В2, С1, С2 и выберем точки А1, В1, С1 так, чтобы окружность проходящая через них – касалась трех исходных (это всегда можно сделать). Окружность, проходящая через оставшиеся точки: А2, В2, С2 – также будет касаться трех исходных. Заметим что обе проведенные окружности – не разделяют три исходные между собой. Можно провести еще 6 окружностей, касающихся А, В и С.

Проведем теперь какую-нибудь окружность D, разделяющую А от В и С. Перемещая и раздувая D можно получить окружности D1 и D2, касающиеся трех исходных, причем D1 и D2 будут также разделять А от В и С.

Рисунок 25.

(окружности А, В, С, D, D1, D2)
Аналогично есть пара окружностей, разделяющая В от А и С и касающаяся исходных и пара окружностей разделяющая С от А и В и касающаяся исходных. Всего получается еще 6 касающихся А, В и С окружностей.

Для того, чтобы объяснить эти и некоторые другие случаи необходимо ввести понятие пучка окружностей и воспользоваться мнимой инверсией что и будет сделано в следующих статьях.

Статья 2.
Теорема о шести окружностях или теорема о четырех пучках. Пучки окружностей, их определение, виды и свойства.

Краткое содержание.

Сначала здесь рассматривается теорем о шести окружностях или теорема о четырех пучках. После вычислительного, "школьного" доказательства приводятся доказательства, использующие простые объемные построения. Становится ясным, что теорема обобщается и на многомерные пространства и в плоском варианте.

Затем решается задача о нахождении образа точки Х при какой-то инверсии I, если не известна окружность инверсии, но известны образы двух других точек при этой инверсии. Задача неожиданно приводит нас снова к теореме о шести окружностях. Затем определяются "пучки" окружностей (они появляются при обобщении теоремы о шести окружностях) и рассматриваются их свойства. В конце статьи рассматриваются симметрии относительно точек и прямых в контексте геометрии окружности и используются элементы теории групп (без явных определений и от читателя не требуются предварительные знания).

Формулировка теоремы.

Пусть есть три окружности А, В, С, все пересекаются между собой. Выберем произвольную точку Х на плоскости и проведем через нее окружности D1, D2, D3 так, чтобы каждая из этих окружностей проходила через одну из пар точек пересечения трех исходных окружностей. Пусть окружности D1 и D2 пересекаются в точках P и Q. Тогда – утверждает теорема – и окружность D3 проходит через Q.

Рисунок 1.

(Исходные пересекающиеся окружности А, В, С точка Р и окружности D1, D2, D3)
Исключение. Возможно, что D1 и D2 касаются друг друга в точке Р. Тогда теорема утверждает, что и D3 касается их в точке Р. 

Стандартное или школьное доказательство.
Обыкновенно задачу про окружности стараются свести к задачам про прямые, лучше всего – перпендикулярные (а еще лучше – к векторам) и подсчитать какие-нибудь углы и расстояния. В данном случае доказательство использует одну важную идею: если условие задачи содержит только слова "точка" и "окружность" и требуется доказать, что какие-то точки лежат на одной окружности (или окружности пересекаются в одной точке) то можно провести инверсию относительно любой окружности и решать задачу уже про инвертированные точки и окружности. Ведь при инверсии – окружности перейдут в окружности, а точки пересечения – в точки пересечения инвертированных окружностей. Если выбрать центр инверсии в точке пересечения каких-то окружностей, то эти окружности перейдут в прямые. А теоремы о прямых "школьная" геометрия умеет доказывать.

Осуществим инверсию с центром в точке Р. Тогда окружности D1, D2, D3 перейдут в прямые, т.к. по условию проходят через Р, центр инверсии. Нарисуем результат инверсии.

Рисунок 2.

(Окружности А, В, С, и прямые D1, D2, D3 каждая из прямых проходит через пару точек пересечения окружностей А, В, С между собой)

Прямые D1, D2, D3 имеют общую бесконечно удаленную точку. Это – образ точки Р при инверсии. Требуется доказать, что все они пересекаются в одной точке Q. Пусть АВ1 и АВ2; ВС1 и ВС2; АС1 и АС2 – точки пересечения соответственных окружностей. Проведем две прямые D2 и D3 – они пересекутся в точке Q, достаточно доказать, что прямая, проходящая через Q и АС1 проходит и через АС2. Для этого воспользуемся свойством секущих к окружности.

Рисунок 3.

(Окружность О, точка Q вне ее, прямая, проходящая через Q и пересекающая О в точках Х и Х1 и прямая, также проходящая через Q и пересекающая О в точках Y и Y1)

Свойство связывает расстояния: |Q,X|*|Q,X1|=|Q,Y|*|Q,Y1| тогда и только тогда, когда X, X1, Y, Y1 лежат на одной окружности ("только когда" требует уточнения, о том, что Q – не разделяет пары точек пересечения Х, Х1; и Y, Y1. Причем если Q лежит внутри окружности, то напротив, необходимо чтобы Q разделяла точки пересечения, а формула останется неизменной).

Применим это свойство к рисунку 2.

|Q, AB1|*|Q,AB2|=|Q,BC1|*|Q,BC2| т.к. все эти точки лежат на окружности В. Пусть Х – вторая точка пересечения прямой (Q, АС1) с окружностью С, надо доказать, что она лежит на окружности А. Отсюда сразу следует, что она и есть АС2.

|Q,AC1|*|Q,X|=|Q, BС1|*|Q, BС2| т.к. AC1, BС1, BС2  и Х – на окружности С. Но, как было уже сказано |Q, AB1|*|Q,AB2|=|Q,BC1|*|Q,BC2|, значит 

|Q, AB1|*|Q,AB2|=|Q,AC1|*|Q,X| АВ1, АВ2, АС1 – лежат на А, значит по свойству длин секущих – и Х лежит на А, по построению Х лежит и на С, значит Х – вторая точка пересечения А и С, что и требовалось. Заметим, что если бы окружность С разделяла точки пересечения А и В, то, после инверсии Q разделяла бы точки АС1 и АС2 и другие точки пересечения. Доказательство в этом случае было бы аналогично.

Это – хорошее доказательство, но оно проходит мимо разных случаев обобщения этой теоремы.

Второе доказательство.

Оно использует объемные построения и избавляет нас от подсчета каких-либо расстояний. Будем мыслить окружности проведенными на сфере. При этом все теоремы геометрии окружности будут точно такими же. Окружность на сфере – это линия пересечения сферы с плоскостью. Поэтому каждая окружность на сфере задает плоскость в пространстве (ту, на которой лежит). Обратное не верно: плоскость, не имеющая со сферой общих точек не задает никакой окружности. Правда, такая плоскость задает отображение сферы в себя (симметрию), которая, как и инверсия – отображает окружности в окружности, сохраняет углы между окружностями и т.п. Но у этого отображения – нет неподвижных точек, в отличие от обычной инверсии. Это – мнимая инверсия.

Если две окружности пересекаются, то их плоскости пересекаются по прямой, проходящей через сферу и точки пересечения этой прямой со сферой есть точки пересечения двух окружностей. Каждой плоскости, проходящей через эту прямую, отвечает окружность на сфере, проходящая через эти две точки (точки пересечения прямой и плоскости). Можно сказать, что всякой прямой, пересекающей сферу соответствуют окружности, проходящие через точки пересечения ее со сферой.

Что будет, если прямая касается сферы? В этом случае плоскости, проходящие через данную прямую, пересекаются со сферой по окружностям, касающимися этой прямой и друг друга в точке касания прямой и сферы. 

Если прямая не имеет со сферой общих точек, то некоторые плоскости, проходящие через нее, пересекаются со сферой, две плоскости – касаются со сферой, а другие  проходят мимо сферы. Получающееся семейство окружностей (по которым плоскости, проходящие через данную прямую пересекают сферу) не пересекаются друг с другом, все окружности лежат одна внутри другой и обладают рядом свойств, схожими с предыдущими двумя случаями. Это семейство окружностей называют "пучком окружностей". 

Теперь докажем теорему.

Вернемся к рис. 1 Рассмотрим окружности А, В, D1 и D3. Нам известно, по условию, что все эти окружности пересекаются между собой, и что точки пересечения D1 с А и D3 с В лежат на одной окружности (это окружность С). Требуется доказать, что точки пересечения А и В лежат на одной окружности с точками пересечения D1 и D3 (именно через них проходит, точнее, должна проходить по теореме окружность D2).

Перейдем к плоскостям, в которых лежат окружности A, B, D1 и D3. Тот факт, что точки пересечения А с В и D1 с D3 лежат на одной окружности эквивалентен тому, что эти четыре точки лежат на одной плоскости. Пусть теперь А, В, D1 и D3 означают не только окружности, но и плоскости, в которых они лежат (что именно, окружности или плоскости – будет ясно из контекста).

Пересечение А с D1 – прямая, и В с D3 – прямая. Эти две прямые лежат в одной плоскости (в которой лежит окружность С). Требуется доказать, что пересечение А с В и D1 c D3 – также лежат в одной плоскости. Докажем от противного. Если АВ и D1D3 не лежат в одной плоскости, то они не пересекаются, следовательно пересечение АВD1D3 – пусто. Но по условию АD1 и ВD3 – в одной плоскости, следовательно эти прямые имеют общую точку (считаем параллельные прямые пересекающимися бесконечно далеко). Следовательно пересечение АВD1D3 не пусто. Противоречие, что и требовалось доказать.

Немного терпения. Еще раз переформулируем теорему. Назовем пучком плоскостей семейство плоскостей, проходящих через какую-то одну прямую. Назовем пучки плоскостей соединимыми, если существует плоскость, лежащая в двух этих пучках одновременно. Это равносильно тому, что две прямые, образующие два этих пучка – лежат в одной плоскости. Пусть как и ранее, А, В, D1, D3 – произвольные плоскости. Четыре плоскости можно разбить на пары тремя способами.

1. (А, В) и (D1, D3)

2. (A, D1)  и (B, D3)

3. (A, D3) и (B, D1)

Мы только что доказали, что если в каком-то случае пучки соединимы (т.е. пересечения пар плоскостей сами лежат в одной плоскости), то и остальные пары пучков – соединимы. Обозначим это утверждение (*). Доказательство, как мы видели, сводилось к тому, что соединимость двух пучков равносильна тому, что пары плоскостей, образующих пучки – пересекаются в одной точке). В нашем случае имеется предусмотренное пунктом 2. Мы доказали что из этого следует 1. и 3.

Теперь перейдем к окружностям на сфере. Для этого рассмотрим какую-то сферу, пересекающую все четыре плоскости. Мы доказали более общее утверждение. Например, пусть окружности А, В, С – не пересекаются.

Рисунок 4.

(непересекающиеся окружности А, В, С, точка P, проходящие через нее окружности из пучков, образованных окружностями (А, С) и (В, С). Пусть они пересекаются в точке Q тогда окружность из пучка А и В также проходит через точку Q. Заметим, что пока мы не разобрали, как построить на плоскости окружность, проходящую через данную точку и данный пучок.

Теперь, как и было обещано в начале, обобщим теорему.

Изменим, обозначения. Пусть А, В, С, D – гиперплоскости. Точно также определим пучок гиперплоскостей, как совокупность гиперплоскостей таких, что пересечение любых двух совпадает (это будет гиперплоскость размерности на 1 меньше, чем у исходных). Назовем два пучка соединимыми, если есть гиперплоскость, лежащая сразу в двух этих пучках. Тогда соединимость пучка, заданного например, парой А и В с пучком, заданным парой С и D равносильна тому, что АВСD есть гиперплоскость размерности на 2 меньше чем у А, В, С, D (а в общем случае было бы на три меньше). И имеет место утверждение (*). поместим в это многомерное пространство гиперсферу. Гиперплоскости пересекут ее по гиперокружностям. Точно также можно определить пучки гиперокружностей и получить теорему: если пучки гиперокружностей (А, В) и (С, Д) – соединимы то (А, С) и (В, D) – соединимы и (A, D) с (В, С) – соединимы.

Третье доказательство.
Его достоинства: оно короткое; оно использует только свойства окружностей и сфер, а не свойства плоскостей, прямых и расстояний; решение плоской задачи использует объемные построения.

Представим себе, что все построение исходной задачи расположено не на одной плоскости (сфере) а выполнено в трехмерном пространстве. Легко показать, что если окружности А, В, С пересекаются между собой в разных точках, то они все лежат на одной сфере. Это будет сделано в статье 3, а здесь, ради экономии места не будем отвлекаться. Пусть точка Р лежит вне этой сферы. Проведем сферы SA через P и А, SВ через Р и В, SС через Р и С. (если Р лежит на той же сфере, что и А, В, С, то SA=SB=SC и доказательство не проходит)

Эти три сферы в общем случае пересекаются в двух точках. Одна из этих точек – Р (по построению они все проходят через нее). Обозначим вторую за Q. Покажем, что три окружности, проходящие через точку Р и точки пересечения АВ, ВС, СА – проходят через Q. Пересечение SA и SB проходит через P и АВ также SBSC – через P и ВС, SASC – через Р и АС. Это и есть те три окружности, проходящие через Р и точки пересечения А, В и С между собой. Пересечение трех этих окружностей есть SASBSC – это есть две точки Р и Q, следовательно три эти окружности проходят через P и Q. что и требовалось.

Случай, когда сферы SA, SB, SC имеют лишь одну общую точку означает, что рассматриваемые окружности – все касаются друг друга. Мы не будем здесь это рассматривать, хотя это и не сложно. Заметим, что это доказательство также можно обобщить на пространства высших размерностей.

Снова про инверсии.
Теперь займемся задачей на первый взгляд не связанной с рассмотренной ранее теоремой. Инверсию обычно определяют, задавая окружность (относительно которой осуществляется инверсия). А если мы знаем образы и прообразы нескольких точек (иначе говоря – пары сопряженных точек) – как определить инверсию, сопрягающие эти точки? Или, если мы знаем что I(A)=B, I(C)=D и нам дана некая точка Е, то как определить с какой точкой она сопряжена относительно I? Как должны быть связаны между собой эти пары точек, если известно, что существует инверсия I, такая, что I(A)=B, I(C)=D?
По определению инверсии, центр инверсии, образ и прообраз точки – всегда лежат на одной прямой.

Рисунок 5.

(Прямая, на которой лежат точка А, ее образ при инверсии I(A)=B; прямая, на которой лежат точка С, ее образ при инверсии I(C)=D; пересечение этих двух прямых, которое есть центр инверсии)

Пусть О – центр инверсии, лежащий на пересечении прямых (А, I(A)) и (С, I(C)) (если эти прямые параллельны, то мы имеем дело с симметрией относительно прямой. Радиус инверсии можно определить из формулы: |O, A|*|O, I(A)|=R*R или |O, B|*|O, I(B)|=R*R. Из этих же формул мы извлекаем равенство: |O, A|*|O, I(A)|= |O, B|*|O, I(B)| Отсюда следует, что точки А, I(A)=B, C, I(C)=D лежат на одной окружности. (то, что две пары сопряженных точек лежат на одной окружности мы доказали иным способом в статье 1, рассматривая ортогональные окружности).

Построим теперь окружность инверсии. 

Рисунок 6.

(к рисунку 5. добавлена окружность S, проходящая через сопряженные точки, и две касательные к ней, проведенные через центр инверсии О)

Окружность с центром в О и проходящая через точки касания S с проходящими через О касательными к S  и будет искомой. Ее радиус в квадрате будет равен произведению длин: |O, A|*|O, I(A)|=|O, B|*|O, I(B)| (По теореме о секущих к окружности). Но нам интересна сейчас не столько сама окружность инверсии, а построение образа какой-то точки Е, если даны А, I(A); B, I(B). I(E)=?

Проведем окружность ЕА через Е, А, I(A). Т.к. она проходит через пару сопряженных относительно I точек, то она ортогональна I и  I(EA)=EA и точка I(E) – лежит на ней. Аналогично проведем окружность ЕС через E, C, I(C) по той же причине она переходит в себя при инверсии относительно I, I(EC)=EC. Значит I(E) лежит на ЕС. Значит – I(E) – есть вторая точка пересечения окружностей ЕС и ЕА (их первая точка пересечения – это Е). Если же ЕА и ЕС касаются, то I(E)=E.

Рисунок 7а.

(Точки Е, А, I(A) и E, C, I(C). окружности ЕА и ЕС пересекающиеся в точках Е и I(E))
Рисунок 7б.

Тоже самое, но окружности ЕС и Еа касаются в точке Е. I(E)=E.
Итак, мы научились проведением всего двух окружностей находить образ произвольной точки Е, если известны образы точек А и С. Но возникает один вопрос. Возьмем какую-нибудь точку К. I(К) можно найти исходя из двух пар сопряженных точек: А, I(A) и C, I(C). Но мы уже построили еще одну пару сопряженных точек: Е, I(E). Если мы найдем I(K) c помощью пар сопряженных точек А, I(A) и E, I(E) – получим ли мы ту же самую точку?

Проведем окружности:

S1 через A, I(A), C, I(C); S2 через С, I(С), Е, I(Е); S3 через A, I(A), Е, I(Е).
Теперь проведем еще три окружности: К1 через К, А, I(A); К2 через К, С, I(С); К3 через К, Е, I(Е). по доказанной теореме о шести окружностях – все они пересекаются в одной точке, эта точка и будет I(E). Это и доказывает, что I(E) не зависит от того, с помощью каких пар сопряженных относительно I точек его находить. Заметим, что поскольку нам известно, что I(E) – существует и единственно, мы можем таким образом получить новое, четвертое доказательство теоремы о шести окружностях.
Также заметим, что три пересекающиеся окружности S1, S2, S3 – задают инверсию. Образ произвольной точки К при этой инверсии задается проведением окружностей через К и пары точек пересечения этих трех окружностей.

Уточнение и мнимая инверсия.

Мы видели, что четыре точки А, В, С D, лежащие на одной окружности – определяют инверсию. Для этого достаточно разбить эти точки на две пары сопряженных между собой точек. Но разбить 4 точки на пары можно тремя способами.

Рисунок 8.
(четыре точки А, В, С, D и шесть возможны проведенных через них прямых. Точки пересечения этих прямых: О1 – точка пересечения (А,В) и (С, D), О2 – точка пересечения (А,С) и (В, D), О3 – точка пересечения (А,D) и (С, B). Иными словами – полный четырехугольник, при этом А, В, С, D – выпуклый четырехугольник)
Мы разобрали первый случай, когда сопряжены А и В, С и D. В этом случае – центр инверсии О1, он не разделяет А и В или С и D. Если сопряжены А и С, В и D то центр инверсии – О2, О2 опять-таки не разделяет эти пары точек. Но, при любом положении 4 точек на одной окружности их можно разбить на пары одним способом (и только одним) так, что точка пересечения прямых, проведенных через эти пары лежит внутри окружности, на которой эти точки лежат и, к тому же, эта точка пересечения, О3 – разделяет сопряженные точки. О3 разделяет А и D; С и В. В этом случае |O3, A|*|O3, D|=|O3,  C|*|O3, B| по свойству хорд, но в отличие от обычной инверсии – А и D лежат по разные стороны от О. Как было сказано в ст. 1 – в этом случае мы имеем дело с мнимой инверсией, с центром в О3. «Мнимой» ее называют не потому, что она нам «кажется», а потому, что раз вектора О3А и  О3D направлены в разные стороны, то произведение |O3, A|*|O3, D| – естественно считать отрицательным и оно равно квадрату мнимого числа. Это мнимое число называют радиусом мнимой инверсии. (Или радиусом мнимой инверсии называют равное ему по величине действительное число).
Вернемся к рисунку 8. Обозначим три инверсии с центрами в О1, О2, О3 (и меняющие местами точки внутри пар) соответственно I1, I2, I3. Можно показать, что для любой точки К
I1(I2(K)=I2(I1(K)), I2(I3(K)=I3(I2(K)), I1(I3(K)=I3(I1(K)).

Это называется, что все эти инверсии коммутируют между собой. и также I1(I2(I3(K))) – снова инверсия, причем относительно окружности, на которой лежат точки А, В, С, D. Это будет доказано (вместе с рядом теорем про окружности на эту тему) в следующей статье. Сейчас же мы вернемся к понятию пучка окружностей.

Пучки окружностей
Мы уже несколько раз сталкивались с понятием «пучок окружностей». Это обобщение семейства окружностей, пересекающихся в одних и тех же двух точках. Проще всего его пространственное определение. Пусть в пространстве дана прямая А и сфера S. Окружности, которые высекают на сфере S всевозможные плоскости, проходящие через А – называются «пучком». Мы видели, что если А пересекается со сферой, то все эти окружности пересекаются в двух точках.

Рисунок 9.

(несколько окружностей, пересекающихся в двух точках)

Такой пучок называют «действительным пучком». Точки пересечения окружностей называют «центрами пучка».

Если А касается сферы то получается

Рисунок 10.

(несколько окружностей, касающихся друг друга в одной точке)

Этот случай называется «пучком касающихся окружностей». Точка касания называется центром пучка.

Если же прямая не имеет общих точек со сферой, то получается

Рисунок 11.

(несколько окружностей, равномерно вложенных одна в другую, напоминает сгущение линий у пары глаз человека)

Такой пучок называется «мнимым».

Пространственное определение удобно объединяет все эти случаи. Но оно не очень удобно для доказательства теорем. Поэтому я сейчас дам и другое определение пучков окружностей. Первые два случая (рисунки 9. и 10.) легко определить просто как семейство окружностей, имеющих одинаковые общие точки с двумя данными. В третьем случае (рисунок 11.) окружности не имеют общих точек. Но есть пара точек Р и Q, такие, что любая окружность I, лежащая в пучке – меняет их местами при инверсии (иначе говоря, эти точки инверсно сопряжены относительно любой окружности пучка) I(P)=Q. Как найти эти точки? (Если известны какие-то две непересекающиеся окружности А и В мнимого пучка).
Инвертируем В в А, полученное в В, затем снова в А, затем в В и так далее. Мы получим наборы стягивающихся к точкам окружностей (как бы отражения в двух зеркалах). 

А, А(В), А(В(А)…стягивается к точке внутри А.

В, В(А), В(А(В)… стягивается к точке внутри В.

Эти точки стягивания и будут точками P и Q. Точки Р и Q называются центрами мнимого пучка.
Рисунок 12.

(Несколько описанных стягивающихся окружностей)

Как расположены центры окружностей этого пучка?

Инверсия меняет местами Р и Q поэтому ее центр лежит на прямой (P, Q), чем даль центр от Р и Q тем больше радиус окружности. Если же центр лежит между Р и Q то есть мнимая инверсия, меняющая местами Р и Q. Радиус инверсии равен корню квадратному из произведения |O,P|*|OQ|. Заметим, что из любой точки плоскости можно провести одну и только одну окружность, лежащую в данном пучке. (если эта точка не совпадает с P или Q). Это можно показать, просто указав радиус и центр такой окружности с помощью элементарных вычислений. А можно по-другому, используя «непрерывность» изменения окружностей пучка. Мы можем считать, что окружности пучка изображают процесс возникновения окружности в точке Р, ее постепенного увеличения и затем стягивания к точке Q. Видоизменяясь так, окружность проходит через все точки плоскости. Заметим, что это свойство (из любой точки плоскости, не совпадающей с центром пучка, можно провести одну и только одну окружность данного пучка) – верно для пучков всех трех типов.
Также для пучков всех трех типов верно, что композиция инверсий относительно трех окружностей пучка – есть снова инверсия относительно какой-то окружности пучка. Т.е. если А, В, С – окружности одного пучка, то существует такая окружность D в этом пучке, что А(В(С(Х)))=D(Х) для любой точки Х. Это свойство можно взять за определение пучка окружностей, подробней мы его разберем далее (здесь и в следующих статьях).

Отметим еще, что пучок окружностей можно определить как совокупность окружностей, ортогональных двум данным. 
1. Если данные окружности А и В не имеют общих точек, то совокупность ортогональных им окружностей образует действительный пучок.

Рисунок 13.

(не имеющие общих точек окружности А и В, ортогональные им окружности О1, О2, О3)

О1, О2, О3 все проходят через точки Р и Q такие, что А(P)=Q и В(Р)=Q (т.е. P и Q являются центрами мнимого пучка, заданного окружностями А и В). Мы видим, что каждая окружности мнимого пучка ортогональна каждой окружности действительного пучка и наоборот. Такие пучки называются «сопряженными». Они создают своеобразную сетку координат. (Указанные свойства нетрудно доказываются, чтобы не уводить внимание в сторону это будет сделано не здесь, а в следующих статьях).

2. Если две исходные окружности А и В касаются в точке Р, также касаются друг друга в точке Р, касаются они и прямой, ортогональной общей касательной А и В.

Рисунок 14.

(касающиеся друг друга окружности А и В, их общая касательная, ортогональные им окружности О1, О2, О3, их общая касательная)

Опять-таки пучок, в котором лежат А и В и пучок ортогональных им окружностей называют «сопряженными пучками». совместно они задают сетку координат, напоминающую, как и в прошлом случае, изображение силовых линий какого-то физического поля.

3. Если же окружности А и В пересекаются в точках P и Q, то ортогональные им окружности – это мнимый пучок с центрами в P и Q.

Рисунок 15.

(пересекающиеся окружности А и В, ортогональные им окружности О1, О2, О3)

Этот случай был рассмотрен в п. 1

Теперь повторим еще раз обобщенную формулировку теоремы о шести окружностях:

Если есть три окружности А, В, С и окружность D лежит в одном пучке с А и В, а окружность Е в одном пучке с В и С то существует окружность F лежащая одновременно и в одном пучке с Е и D и в одном пучке с А и С. Если все указанные пучки действительны (т.е. мы имеем дело семействами пересекающихся окружностей), то утверждение означает то, что точки пересечения окружностей Е и Д и точки пересечения А и С – лежат на одной окружности. Именно с этой формулировки мы и начали изучать теорему о шести окружностях.

Мы можем сформулировать ее и иначе, используя часто встречавшееся уже разбиение на пары. Только сейчас мы разбиваем на пары не точки, а четыре окружности А, В, С, D.

Если при одном разбиении на пары, напр. (А, В) и (С, D) пучки окружностей, заданные этими парами соединимы, то и при любом другом разбиении на пары – будут соединимы образуемые этими парами пучки окружностей. То есть пучок (А, С) соединим с пучком (B, D), а пучок (А, D) с пучком (В, С).

Дополнение о прямых и точках на плоскости.
Как пример пучков, рассмотрим пучки на обычной евклидовой плоскости. Пучком прямых здесь называется совокупность прямых, проходящих через фиксированную точку плоскости или совокупность параллельных прямых.
Рисунок 16.

(Три прямые А1, А2, А3, пересекающиеся в одной точке Р)

Рассмотрим пучок прямых, проходящих через точку Р. Нетрудно показать, что последовательное выполнение двух симметрий относительно А2 и А1 (это обозначается А1*А2) есть поворот на удвоенный угол между ними. Если угол между А1 и А2 соразмерим с pi то последовательное выполнение этого поворота в конце-концов приведет любую точку Х обратно а ее образы при этих поворотах образуют вершины правильно многоугольника. Если же это угол не соразмерим с pi, то под действием поворота Х будет двигаться по окружности с центром в Р, постепенно заполняя ее всюду плотно.

Покажем, что А1*А2*А3 – (композиция трех симметрий относительно пересекающихся в одной точке прямых) – симметрия относительно прямой, проходящей через их точку пересечения. А1*А2 – это поворот на удвоенный угол между прямыми, центр поворота Р. поэтому А1*А2 дает тот же поворот, что и композиция В*А3 если угол между В и А3 равен углу меду А1 и А2 и угол отложен в том же направлении.
А1*А2=В*А3 следовательно (А1*А2)*А3=(В*А3)*А3=В*(А3*А3)=В (мы можем раскрывать скобки, когда считаем композиции симметрий или произвольных преобразований, и одна симметрия, дважды примененная – ничего не изменяет). Итак А1*А2*А3=В, что и требовалось.

Рисунок 17.

(Прямые А1, А2, А3 и В, угол между А1 и А2 равен углу между В и А3 и отложен в том же направлении)

Рассмотрим теперь пучок параллельных прямых.

Рисунок 18.

(Три параллельные прямые А1, А2, А3 и параллельная им В, на том же расстоянии от А3, что АА1 от А2)

А1*А2 – это параллельный перенос на удвоенное расстояние между прямыми А2 и А1 в направлении перпендикулярном этим прямым. Совершенно аналогично предыдущему случаю вводим прямую В так, чтобы А1*А2=В*А3 (отложив В на том же расстоянии от А3, что между А2 и А1 и в той же стороне). Точно также как в предыдущем случае А1*А2*А3=В.

Заметим, что между пересекающимися прямыми есть угол, а между параллельными – угла нет (или он равен нулю всегда), но можно измерить расстояние.

Интересно, что композиция трех точечных симметрий – всегда снова точечная симметрия. Это тривиально доказывается:

1. Композиция двух точечных симметрий относительно точек А и В есть параллельный перенос на удвоенный вектор с началом в оной точке и концом в другой.

Рисунок 19.

((Произвольная точка Х, точки А(Х) и В(А(Х)). в этом треугольнике точки А, В – лежат посередине сторон и потому прямая (А, В) параллельна прямой (Х, В(А(Х))))

Вектор с началом в Х и концом В(А(Х)) есть удвоенный вектор с началом в А и концом в В. Что и требовалось. еще заметим, что точечная симметрия есть композиция симметрий относительно перпендикулярных прямых, пересекающихся в этой точке.

Рисунок 20.

(Перпендикулярные прямые А и В, пересекающиеся в точке Р, точка Х и точки А(Х), В(А(Х))=Р(Х).

А как выглядела бы наша теорема о пучках, если попытаться перенести ее на прямые?

Даны четыре прямые А, В, С, D. Пучки (А, В) и (С, D) – соединимы. Следовательно и пучок (В, С) и пучок (А, D) – соединимы и пучки (А, С) с (В, D) – соединимы. Это – верно, но бессодержательно, т.к. на плоскости соединимы все пучки прямых (за одним исключением), т.к. всегда есть прямая, проходящая через центры пучков (точки пересечения прямых пучка). Или, если одни из пучков – параллельные прямые – существует прямая, параллельная им и проходящая через центр второго пучка. Единственный пример несоединимых пучков в данном случае – это два пучка параллельных прямых.

Рисунок 21.

(одно семейство параллельных прямых А1, А2, А3 и второе семейство параллельных прямых В1, В2, В3 при этом А1 не параллельно В1)

Пучки несоединимы, т.к. нет прямой параллельно одновременно А1 и В1.

Связь пучков окружностей и пучков прямых.
В завершение укажем на связь между пучками прямых и пучками окружностей. Покажем, что пучки прямых эквивалентны (изоморфны) пучкам окружностей, имеющих общую точку.
Действительный пучок окружностей.

Рисунок 22.

(Три окружности А1, А2, А3 из одного действительного пучка, пересекающиеся в точках Р и Q)
Осуществим инверсию с центром в Q (одной из точек пересечения окружностей пучка). Все окружности пучка перейдут в прямые, точка Q – в бесконечно удаленную точку. получится пучок прямых, пересекающихся в точке Р (см. рис. 17.) Инверсии относительно окружностей пучка – теперь привычные нам симметрии относительно прямых. 

Пучок касающихся окружностей.

Рисунок 23.

(Окружности А1, А2, А3, касающиеся друг друга в точке Р)

Осуществим инверсию с центром в точке касания окружностей, окружности перейдут в параллельные прямые. 

Поэтому, доказав, что А*В*С есть снова симметрия относительно прямой, где А, В, С – прямые, проходящие через одну точку или параллельные друг другу, мы доказали и то, что если А, В, С – окружности из одного пучка (действительного или касательного), то А*В*С – инверсия относительно окружности из этого пучка. (Подобней это будет разъяснено в следующих статьях). Случай, когда А, В, С из одного мнимого пучка – остался недоказанным.

Статья 3.
Разные теоремы про окружности.
Краткое содержание статьи.
Сначала доказываются теоремы о касательных окружностях: о трех взаимнокасающихся окружностях, о четырех окружностях, касающихся друг друга по цепочке, о связи системы касательных окружностей и биссектрисы между двумя окружностями и о системе касающихся окружностей разных типов. Затем доказываются теоремы о пересекающихся окружностях. Доказательство теорем основано на свойствах перестановках четырех или трех точек, при этом предварительное знание теории групп – не требуется. Далее изучаются свойства четырех взаимнокасающихся окружностей и четырех взаимнокасающихся сфер. В завершении доказывается теорема Штайнера с помощью понятия «изоморфизм» и дается определения «изоморфизма» и изучаются свойства пучка окружностей, не имеющих общих точек (мнимого пучка).
Статья, особенно ее вторая часть, может быть использована как введение в методы теории групп.

Три взаимнокасающиеся окружности.
Начнем с простейшей задачи о трех взаимнокасающихся окружностях. Докажем, что если три окружности А, В, С – взаимнокасаются, то окружность, проведенная через три точки их касания – ортогональна всем трем исходным.
Рисунок 1.

(три взаимнокасающихся окружности А, В, С, окружность О, проходящая через три точки их касания, общая касательная прямая к А и В)

Обозначим АВ, АС и СА – точки касания соответственных окружностей, окружность, проведенную через них обозначим О. Пусть О образует с А угол α (считаем все углы расположенные вне О), то В с О образует угол pi–α (т.к. А и В касаются), В с С угол pi–(pi– α)= α. Рассматривая точку Ас получим, что А образует с О угол pi– α. Но по предположения А образует с О угол α. Следовательно α=pi– α, следовательно α=pi/2. Отметим, что подобное рассуждение проходит при любом нечетном числе окружностей, попарно, по цепочке касающихся друг друга, если точки их касания лежат на одной окружности (это напоминает лепестки или шестеренки). в этом случае они ортогональны окружности, проходящей через точки касания.

Второе доказательство будет чуточку не строгим. Но демонстрирует очень важный метод. Возьмем произвольную точку Х, проведем через нее три окружности так, чтобы одна касалась А и В в точке АВ, другая – В и С в точке ВС, третья А и С в точке АС.

Рисунок 2.

(Окружности А, В, С, точка Х и описанные выше окружности)

Все эти окружности пересекутся в одной точке Y (по теореме о пучках пред. статьи). Таким образом произвольной точке Х плоскости ставится в соответствие точка Y I(X)=Y. Отображение I – инверсия, точки АВ, АС, ВС – неподвижны при этой инверсии, значит проходящая через эти точки окружность – есть неподвижная окружность инверсии I (остается неподвижной не только окружность в  целом, но и каждая точка на этой окружности). Но при этой инверсии окружности А, В, С – переходят в себя. Значит – они ортогональны окружности инверсии I, которая, как было сказано – проходит через точки касания А, В и С. Что и требовалось.
Найдем центр этой инверсии. при инверсии центр перейдет в бесконечно удаленную точку. Окружности, проходящие через нее – изображаются прямыми. проведем три прямые, касающиеся окружностей А, В, С в точках их взаимного касания. У них есть общая бесконечно удаленная точка, значит, по теореме о пучках есть и вторая общая точка, которая сопряжен с бесконечно удаленной относительно инверсии I. Она и есть центр инверсии I.

Рисунок 3.

(окружности А, В, С, три их общих касательный прямых, пересекающихся в одной точке Р)

Планиметрически очень просто доказать, что |P, АВ|=|P, AC|=|P, BC|.
Интересно проследить, как переходят друг в друга, меняясь местами при этой инверсии окружности, касающиеся А, В, С и далее.

Рисунок 4.

(А, В, С, окружность Е, касающаяся их извне, Е1, касающаяся их изнутри, D, касающаяся А, В и Е; D1 касающаяся Е1, А, В.

Окружность Е, касающаяся А, В, С извне (как лассо) перейдет в окружность Е1, касающуюся их изнутри, окружность D в D1 касающуюся Е1 и А, В и т.п.

С помощью изложенного легко доказать следующее. Пусть на окружности А фиксированы две точки Р1 и Р2. Рассмотрим всевозможные пары окружностей, одна из которых касается А в точке Р1, а другая – в точке Р2. Утверждается, что все возможные точки касания этой пары окружностей между собой – лежат на одной окружности, ортогональной А и проходящей через Р1 и Р2.

Рисунок 5.

(Окружность А, точки Р1 и Р2, Окружности В1, В2, В3, В4, касающиеся А в точке Р1, Окружности С1, С2, С3, С4, касающиеся окружности А в точке Р2. Кроме того В1 касается С1 в точке Q1, В2 касается С2 в точке Q2, С3 касается В3 в точке Q3,  С4 касается В4 в точке Q4)

Утверждается, что точки Q1, Q2, Q3, Q4 – лежат на одной окружности.
Доказательство. По доказанному ранее, окружность, проведенная через Р1 и Р2 и точку касания В1 и С1 – ортогональна А, В1, С1 (т.к. все три касаются друг друга). Эта окружность проходит через Р1 и Р2, лежащие на А. Но через две точки, лежащие на окружности, можно провести единственную ортогональную ей окружность. Следовательно, на этой окружности лежат и точки касания В2 с С2, В3 с С3, В4 с С4 и т.п. что и требовалось.

Теорему можно обобщить. Пусть на окружности А заданы пары точек Р1, Р2 и Q1, Q2 и эти пары не разделяют друг друга. Какие бы окружности В и С такие, что В проходит через Р1 и Р2, а С – через Q1 и Q2 мы не взяли, если они касаются друг друга, то их возможные точки касания лежат на одной окружности, ортогональной А.
Рисунок 6.

(Окружность А, точки Р1, Р2, Q1, Q2, окружность В, проходящая через Р1 и Р2, окружность С, проходящая через Q1, Q2 и касающаяся В).

Доказательство. Воспользуемся теоремой о пучках и тем фактом, что раз Р1, Р2, Q1, Q2 – на одной окружности, то существует единственная инверсия I такая, что I(P1)=P2, I(Q1)=Q2. При этой инверсии I(A)=A, I(B)=B, I(C)=C т.к. все окружности проходят через пары сопряженных точек и, следовательно – ортогональны окружности инверсии I. Пусть Х – точка касания В и С, значит I(X) – точка касания I(B) и I(C). Но I(B)=B, I(C)=C, значит I(X) – точка касания В и С. Их точка касания – это Х, а второй точки касания у окружностей быть не может, следовательно I(X)=X. Следовательно Х лежит на неподвижной окружности инверсии, определенной парами сопряженных относительно нее точек: (Р1, Р2) и (Q1, Q2), Можно изучить также окружности, проходящие через пары точек (Р1, Q1) и (P2, Q2). Попробуйте доказать, что точки касания этих окружностей также сами лежат на одной окружности, причем ортогональной I! (в том случае, если эти пары не разделяют друг друга. в этом случае просто невозможно, чтобы проходящие через них окружности – касались друг друга).

Заметим, что предельным переходом можно получить из доказанного тот случай, когда В и С касались А. Нужно представить, что точки Р1 и Р2 все ближе и ближе друг к другу, также и точки Q1 и Q2. Тогда В и С будут «почти касаться» А.

Биссектриса и система касающихся окружностей.
Покажем теперь, как с помощь системы касающихся окружностей построить биссектрисы (см. ст. 1) двух данных окружностей. Пусть у нас есть две непересекающиеся окружности А и В. Пусть окружность С1 касается их обеих (не разделяя их между собой), окружность С2 касается А, В и С1 (опять-таки не разделяя эти окружности), С3 касается А, В и С2 и так далее мы добавляем окружности СК, каждая из которых касается А, В и предыдущей окружности.
Рисунок 7.

(Изображена описанная система окружностей)

Теорема о серединной окружности или биссектрисе утверждает, что все точки касания окружностей СК между собой – лежат на одной окружности I и I – биссектриса между А и В, т.е. I(A)=B
Доказательство состоит из двух частей. 

Сначала, чтобы ярче проиллюстрировать идею, мы предположим доказанным, что любая окружность, касающаяся А и В (и не разделяющая их) – ортогональна биссектрисе между А и В. Отсюда следует, что точка касания двух таких окружностей при инверсии относительно этой биссектрисы – переходит в себя, т.е. остается неподвижной. (Т.к. она может перейти только в точку их касания, а она – единственна см. пред. теорему). Следовательно, точка касания – обязательно лежит на биссектрисе между А и В, что и требовалось доказать.

Теперь мы докажем, что окружность, касающаяся А и В и не разделяющая их – обязательно ортогональна биссектрисе между ними. В каждой точке Р окружности А можно провести только одну окружность С, касающуюся В (это можно видеть, рассматривая постепенное увеличение окружности С, касающейся А в Р. Сначала С мало и не достает до В, затем – касается, затем – пересекается, затем снова касается, но «с другой стороны», разделяя А и В. Затем не имеет общих точек с В.

Построим эту единственную окружность. Пусть I – биссектриса между А и В, тогда I(A)=B. Обозначим образ точки Р при инверсии относительно I, буквой Q. Т.е. I(P)=Q. Всякая окружность, проходящая через Р и Q – ортогональна I. Но через Р и Q всегда можно провести окружность, касающуюся А. (поздней мы разберем разные варианты подобных построений). Пусть С – такая окружность. Т.к. С касается А, то I(A) касается I(C). I(A)=B, I(C)=C (т.к. С проходит через две сопряженные точки) поэтому С касается В. итак, мы нашли окружность, проходящую через Р и касающуюся А и В. Она ортогональна I. Но было доказано, что такая окружность – единственна, поэтому всякая окружность, касающаяся А и В (не разделяя их) – ортогональна I. что и требовалось доказать.

Докажем теперь, что если у нас есть четыре окружности, касающиеся друг друга по цепочке: А касается В, В касается С, С касается D, D касается А, то четыре точки касания – лежат на одной окружности (если среди А, В, С, D – нет разделяющих друг друга окружностей).

Рисунок 9.
(четыре описанных окружности, P1 и Р4 – точки касания А с двумя другими окружностями, Р2 и Р3 – точки касания С с двумя другими окружностями.)

Рассмотрим инверсию I отображающую А в С. Как было доказано ранее, В и D – ортогональны этой инверсии. Поэтому при этой инверсии точки касания В с А и С поменяются местами также и точки касания D c А и В поменяются местами. I(P1)=P2, I(P4)=P3. Но как было показано ранее (ст. рис. 16), четверка таких точек – всегда лежит на одной окружности. повторим здесь доказательство: проведем окружность через Р1, I(P1)=P2 и Р4. Она ортогональна I, т.к. проходит через пару сопряженных точек (Р1, Р2), значит на ней лежит и I(P4). Что и требовалось.

Разные случаи расположения окружностей, касающихся двух данных.
Если окружности А и В пересекаются, то окружности, касающиеся их обеих разбиваются на два семейства.

Рисунок 10.

(две пересекающиеся окружности А и В, различные окружности, касающиеся их обеих, две биссектрисы между А и В)

Одно семейство окружностей лежит внутри пересечения А и В и – вне обеих окружностей. Другое семейство – в части А без В и в части В без А. Первое семейство ортогонально одной биссектрисе между А и В, второе – второй биссектрисе. Доказательство этой ортогональности аналогично рассмотренному ранее случаю (когда А и В не пересекались). простой частный случай: окружности, касающиеся двух пересекающихся прямых.

Рисунок 11.

(две пересекающиеся прямые и окружности, касающиеся их)

Если А и В не имеют общих точек, то также есть два семейства окружностей, касающихся их одновременно.

Рисунок 12.

(две не имеющие общих точек окружности А и В, несколько касающихся их обеих окружностей и биссектриса между ними)

В одном семействе – окружности, не разделяющие А и В. Члены этого семейства ортогональны биссектрисе между А и В. В другом семействе – окружности, разделяющие А и В. Ранее мы такие окружности не рассматривали. Заметим, что все члены этого семейства – пересекаются между собой. Можно доказать, что есть мнимая инверсия I, такая, что I(A)=B и все окружности второго семейства при этой мнимой инверсии – переходят в себя (иначе говоря, ортогональны мнимой инверсии). Отсюда следует, что при этой инверсии точки касания меняются местами.

Как найти центры этих инверсий (обеих, действительной и мнимой биссектрис)? Есть много способов. Например, проведем прямую через центры окружностей. Центр искомой инверсии будет лежать на ней. Далее – проведем прямые, касающиеся обеих окружностей. Одним способом:

Рисунок 13.

(не имеющие общих точек окружности А и В, касающиеся их прямые L1 и L2, причем прямые не разделяют А и В. Точка пересечения L1 и L2 – O, прямая, проходящая через центры А и В, точки А1, А2 и В1, В2 в которых эта прямая пересекается с окружностями А и В. О лежит на этой прямой)

Чтобы найти радиус инверсии достаточно заметить, что при этой инверсии пара точек А1, А2 перейдет в пару точек В1, В2. А2 в В1, А1 в В2. (это можно видеть, напр., построив окружности, касающиеся А и В в этих точках). Поэтому радиус равен корню квадратному из произведения |O, A1|*|O, B1| или из |O, A1|*|O, B2| (предоставляю читателю самостоятельно доказать, что эти произведения равны, используя школьную планиметрию. А какой будет биссектриса, если L1 параллельна L2?)

Но можно провести и другую пару касательных прямых к А и В.

Рисунок 14.

(аналогичен пред. рисунку, но прямые L1 и L2 разделяют окружности А и В)

Точка их пересечения О снова будет центром инверсии, меняющей местами А и В, но это будет мнимая инверсия. I как и в прошлом случае отображает пару точек А1, А2 в пару точек В1, В2, но теперь I(A1)=B1, I(A2)=B2. Точка О разделяет образ и прообраз при этой инверсии, что есть признак мнимой мнимой инверсии. Радиус этой мнимой инверсии аналогично прошлому случаю, найдем как корень квадратный из произведения |O, A1|*|O, B1| или из |O, A2|*|O, B2|.

Если исходные окружности А и В касаются друг друга, то все окружности касательного пучка (А, В) – иначе говоря: окружности, проходящие через их точку касания и касающиеся А и В – разумеется, касаются А и В. Но обычно члены этого пучка как раз не рассматривают, когда ищут окружности, касающиеся А и В. Тогда остается одно семейство касающихся А и В окружностей. Эти окружности не разделяют А и В и ортогональны единственной биссектрисе между А и В.

Рисунок 15.

(Касающиеся друг друга окружности А и В, окружности, касающиеся их и биссектриса между А и В).

Чтобы найти биссектрису между А и В, проведем, как и ранее, прямую через центры А и В и две касающиеся их одновременно прямые.

Рисунок 16.

(Касающиеся друг друга в точке Р окружности  А и В, проходящая через их центры прямая и три точки пересечения ее с окружностями А и В (А1, Р, В1), прямые L1 и L2, пересекающиеся в точке О. Рисунок аналогичен рис. 13)

Если I – биссектриса между А и В, I(A)=B, то точка касания, Р – остается неподвижной, т.е. лежит на окружности инверсии I(P)=P. Центр инверсии, О – точка пересечения L1 и L2, |O, P| – радиус инверсии, I(A1)=B1, |O, A1|*|O, B1|=|O, P|*|O, P|. А сделать рисунок, аналогичный рисунку 14 – при касающихся А и В не удастся. Вернемся к рис. 13. Если точки А2 и В1 очень близки, то он становится похож на рис. 16, который есть «предельный случай» (когда эти точки совпали в точке Р и их уже нельзя разделить).

Предложенный способ построения биссектрис не работает, если одна из исходных окружностей лежит внутри другой.

Рисунок 17.

(В лежит внутри окружности А)

Предоставляю читателю самостоятельно его разобрать. Впрочем в следующих статьях серии будет показано, как строить биссектрисы вовсе не проводя прямые. (В конце-концов в геометрии окружности не стоит придавать прямым особое значение. Но и глупо было бы не использовать совсем то, чему научились в геометрии прямых, планиметрии).

Разобрав разные виды касающихся окружностей – докажем теорему о них.

Пусть А и В – не имеющие общих точек окружности.

Рисунок 18.

(описанная ниже система шести окружностей)

Выберем на А какую-либо точку Р1, проведем через нее окружность С, касающаяся А и В. Она касается В в какой-то точке Р2. Проведем через Р2 окружность D, касающуюся А и В (она будет из другого семейства, чем С). Окружность D касается А в точке Р3. Проведем через Р3 окружность Е, касающуюся А и В (она будет другого семейства, чем D) и будет касаться В в точке Р4.

Утверждается, что окружность, проходящая через точку Р4 и касающаяся А и В (она снова будет другого семейства, чем предыдущая) – снова проходит через Р1 (построение замыкается). Для доказательства используем теорему о пучках (ст. 2)

Рассмотрим 4 окружности А, В, Е, С. Пара (А, Е) – задает один пучок касающихся окружностей, пара В и С – другой. Окружность D лежит в обоих этих пучках, соединяет их. по теореме о двух пучках если соединимы пучки (А, Е) и (В, С) то соединимы и пучки (Е, В) и (А, С) значит существует окружность F касающаяся Е и В в точке Р4 и А и С в точке Р1. Что и требовалось.

Заметим, что мы могли бы начать построение с пересекающихся окружностей F и D и точки Р1, лежащей на F, построили бы касающиеся их с разных сторон окружности А, С, В, Е – теорема утверждала бы, что Е замкнет построение, касаясь А в точке Р3. Заметим еще, что точки Р1, Р2, Р3, Р4 – лежат на одной окружности, ортогональной всем шести окружностям рис. 18. Это следует из того, что окружность, проходящая через точки Р1, Р3, Р3 ортогональна А, С, D – т.к. эти три окружности все касаются друг друга в этих точках. Также и про оставшиеся три окружности доказывается, что они ортогональны проведенной через точки касания окружности.

Теперь мы отдохнем от касающихся окружностей и рассмотрим теоремы о пересекающихся.

Теоремы о пересекающихся окружностях и перестановки четырех точек.
Ранее для доказательства теорем нам было достаточно заметить, что те или иные точки или окружности симметричны относительно некоторой инверсии. Теперь нам понадобится рассматривать композиции инверсий, то есть последовательное применение нескольких инверсий.
Нам понадобится следующий факт: если отображение f – композиция нескольких инверсий и f оставляет неподвижными какие-то три точки, то f – или оставляет неподвижными все точки плоскости, или f – инверсия. Полное доказательство будет дано в ст. 6., пока мы будем пользоваться этим фатом без доказательства и обозначим его для краткости восклицательным знаком (!). Доказательство основано на том, что если есть три неподвижные точки, то неподвижны и все точки на окружности, проходящей через эти три точки. А раз есть окружность, все точки которой неподвижны, то f может быть только инверсией относительно этой окружности (или же «неподвижным движением, нулем»). сравним это с движениями на обычной плоскости, симметриями прямых. Если при каком-то движении остаются неподвижными все точки на какой-то прямой, то это движение – или симметрия относительно это прямой, либо – тождественное движение. Если же при движении есть две неподвижные точки, то неподвижны и все точки на прямой, проходящей через них.

Из этого факта мы сейчас извлечем много теорем про окружности.

Напомним ст. 2, рисунок 8.

Рисунок 19.

(точки А, В, D, С лежащие в порядке перечисления – по часовой стрелке – на одной окружности)

Разбить на пары точки А, В, С, D можно тремя способами. Каждому разбиению на пары соответствует инверсия, так, что в паре точек – образ и прообраз точки при этой инверсии. Обозначим эти инверсии f1, f2, f3. Им соответствуют такие разбиения:
(А, f1(A)=B), (C, f1(C)=D)

(A, f2(A)=C), (B, f2(B)=D)

(A, f3(A)=D), (B, f3(B)=C)

Заметим, что т.к. пара (A, D) разделяет пару В, С то последняя инверсия, f3 – мнимая. (прямые (А, D) и (В, С) пересекаются в центре инверсии f3 и он разделяет точку А и ее образ D=f3(A).

Докажем, пользуясь (!), что любые две рассматриваемые инверсии – коммутируют друг с другом. (Коммутирующими называют отображения или операции, если их результат не зависит от порядка исполнения. т.е. f и g коммутируют равносильно тому, что f(g(x))=g(f(x)) для всех х.)

Рассмотрим например инверсии f1 и f2.

Покажем, что f1(f2(A))=f2(f1(A)). В самом деле: f2(A)=C, f1(C)=D; f1(A)=B, f2(B)=D.

Совершенно аналогично проверяем, что f1(f2(B))=f2(f1(B)), f1(f2(C)=f2(f1(C), f1(f2(D)=f2(f1(D).
То есть f1 и f2 коммутируют между собой на четырех точках: А, В, С, D. аналогично показывается, что все f1,  f2, f3 – коммутируют между собой на этих точках. Теперь немного модифицируем (!). Сформулируем его так: «если два отображения, полученные композицией инверсий совпадают на трех точках, то они либо совпадают на трех точках, либо отличаются на инверсию относительно окружности, проходящей через эти три точки.

Обозначим эти точки Х1, Х2, Х3. Нам дано: f(X1)=g(X1), f(X2)=g(X2), f(X3)=g(X3). Пусть h – обратное к f отображение (т.е. h(f(X))=X=f(h(X)) для всех точек Х, h – перемещенные f обратно, на исходные позиции и потому их композиция – ничего не меняет). Рассмотрим отображение h(g(X)). Легко видеть, что h(g(X1))=Х1, h(g(X2))=Х2, h(g(X3))=Х3.
Если h(g(X))=X то f(X)=X, т.е. f и g совпадают на всех точках. Если же h(g(X))=I(X) где I – некоторая инверсия то f и g отличаются на инверсию. 

Применим эту модификацию к функциям f1(f2(X)) и f2(f1(X)). Мы показали, что они совпадают не только на трех, но даже на четырех точках А, В, С, D. Значит, они совпадают на всех точках, или отличаются на инверсию. Можно доказать, что если преобразование получено четным числом инверсий (такие преобразования называют собственными), то оно не может быть получено нечетным числом инверсий (аналогичный факт имеет место и при выполнении симметрий относительно прямых. И причина одна и та же: инверсии, как и симметрии относительно прямой – меняют оринетацию фигур на противоположную). Поэтому f1(f2(X)) и f2(f1(X)) не могут отличаться на инверсию: обе они состоят из двух симметрий). Можно же доказать требуемое иначе. инверсия относительно окружности меняет местами ее внутренность и внешность. Но отображения f1 и f2 обе преобразуют внутренность окружности, проходящей через А, В, С, D во внутренность, а внешность – во внешность. Значит и их композиция тоже. Значит их композиция не может отличаться на инверсию, относительно этой окружности. Что и требовалось.
Если же мы рассмотрим f1(f3(X)) и f3(f1(X)) то заметим, что f3 переводит внутренность этой окружности во внешность (таково свойство мнимой инверсии!) а f1, как было уже сказано – внешность во внешность, а внутренность ее во внутренность. Поэтому обе сравниваемые композиции переводят внутренность этой окружности во внешность. Но отсюда следует, что они также не могут отличаться на инверсию относительно окружности, проходящей через А, В, С, D. Это могло бы иметь место, если бы одна композиция переводила бы внешность во внутренность, а другая – внутренность во внешность, в этом случае – инверсия бы вернула все на свои места. 

Итак мы доказали что: f1(2(X))=f2(f1(X)), f1(3(X))=f3(f1(X)), f3(2(X))=f2(f3(X)). Иначе говоря, что все три инверсии коммутируют между собой. Превратим это несколько абстрактно звучащее утверждение в наглядную теорему про окружности. Назовем эту теорему «теоремой о двух  ортогональных окружностях или теоремой о восьми окружностях». (Почему именно восьми, станет ясно из рисунка 20.) Рассмотрим отображение f1(f2(f1(f2(X)))). Т.к. f1 и f2 коммутируют, то оно равно f1(f1(f2(f2(X)))) а поскольку любая инверсия, дважды примененная – возвращает все точки на плоскости на свои места, то есть дает тождественное движение, то рассматриваемое отображение – также возвращает все на свои места. Теперь мы построим отображение f1(f2(f1(f2(X)))) пользуясь теоремой о пучках.
Рисунок 20.

(Четыре точки А, В, С, D – лежащие на одной окружности – как на рис. 19. Точка Х, не лежащая на этой окружности. Пара окружностей, проходящая через Х. Одна из них проходит еще и через А, С, другая через В, D. вторая точка их пересечения Y. Пара окружностей проходящая через Y. Одна из них проходит еще через А, В, другая – через С, D, вторая точка их пересечения Z. Пара окружностей, проходящая через Z.. Одна из них проходит еще через А, С другая – через В, D, вторая точка пересечения – Н. Пара окружностей, проходящих через Н, одна из них проходит еще через А, В, другая – через С, D. Вторая точка их пересечения, Х – та самая, с которой мы начали построение!)

Теорема о восьми окружностях и утверждает, что наше построение замкнется, то есть мы обязательно вернемся в точку Х.  Доказательство. Из второй части ст. 2 (или теоремы о пучках) следует, что Y=f1(X), Z=f2(f1(X)), H=f1(f2(f1(X)). Вторая точка пересечения окружности, проходящих через H и А, В с окружностью, проходящей через Н и С, D будет f2(f1(f2(f1(X)))). Но как было показано, f2(f1(f2(f1(X))))=Х для всех Х. Следовательно наше построение замкнется в той точке, откуда началось, что и требовалось доказать.

Сформулируем теорему чуть иначе:

Пусть даны четыре точки А, В, С, D, лежащие на одной окружности. Кроме того нам известно, что все четверки точек: (Х, А, С,Y), (X, B, D, Y), (Z, C, D, Y), (Z, A, B, Y), (Z, A, C, H), (Z, B, D, H) – лежат каждая на своей окружности. Тогда, утверждает теорема, на одной окружности лежат точки (Н, A, B, X), а на другой (H, C, D, X).
Переведем дух и рассмотрим композицию h(X)=f1(f2(f3(X))). Заметим, что h(h(X))=X (иначе говоря, что h(X) – инволютивно). В самом деле: h(h(X))=f1(f2(f3(f1(f2(f3(X)))))). Поскольку f1, f2, f3 все коммутируют между собой левая часть приводится к виду f1(f1(f2(f2(f3(f3(X)))))). Но f1(f1(X))=X, f2(f2(X))=X, f3(f3(X))=X  поэтому вся левая часть равна Х. Значит h(h(X))=X. Итак, h(X) – инволютивно. Покажем, что h – это инверсия относительно окружности, проходящей через А, В, С, D. Сначала покажем, что h неподвижна на точках А, В, С, D.
f1(f2(f3(А)))=f1(f2(D))=f1(B)=A. Аналогично получаем для точек В, С, D. Значит h – или инверсия, или оставляет неподвижными все точки плоскости. Рассматривая внешность и внутренность окружности, проходящей через А, В, С, D видим, что h переводит внутренность этой окружности во внешность (f1 и f2 переводят внутренность во внутренность, а f3 – во внешность. Значит их композиция переводит внутренность во внешность, что и требовалось). Значит h – инверсия, относительно окружности, проходящей через А, В, С, D. (Мы могли получить это и воспользовавшись тем, что h – композиция трех инверсий, а композиция нечетного числа инверсий – не может оставлять неподвижными все точки). Напомним, что раз f1, f2, f3 все коммутируют между собой, то h(x)= f1(f2(f3(X)))= f2(f1(f3(X)))= f2(f3(f1(X))) и так далее, можно переставлять операции в любом порядке.

Назовем доказанную теорему «теоремой о четырех ортогональных (или коммутирующих) инверсия» (три инверсии это f1, f2, f3, а четвертая – h= f1(f2(f3(X)))). Заметим, что раз h(X) инверсия, относительно окружности, то, если A1, B1, C1, D1 – какие-то другие точки на той же окружности, что и А, В, С, D то h(X) будет той же самой точкой, иначе говоря, h(X) не зависит от положения точек А, В, С, D на окружности. проиллюстрируем эту теорему и сформулируем ее более «геометрично».

Рисунок 21.
(Окружность h на которой лежат точки А, В, С, D, точка Х вне этой окружности, пара окружностей, проходящих одна через Х, А, С другая – через Х, B, D их вторая точка пересечения Y. Пара окружностей, проходящих одна через Y, C, D, а другая – через Y, A, B их вторая точка пересечения Z, пара окружностей, проходящая через Z, C, B,  а другая – через Z, A, D их вторая точка пересечения Р)

Согласно второй части ст. 2 Y=f1(X), Z=f2(f1(X)), P=f3(f2(f1(X)))=h(X) (последнее равенство только что доказано нами). Поэтому каковы бы ни были точки А, В, С, D лежащие на окружности h точка Р есть образ точки Х при инверсии относительно h.
Окончательно сформулируем теорему о четырех ортогональных окружностях в «геометрическом виде».

Пусть А, В, С, D – четыре произвольные точки на данной окружности h. Х – произвольная точка вне этой окружности и все перечисленные четверки точек – лежат на одной окружности (каждая четверка, разумеется, на своей окружности). (X, A, C, Y), (X, B, D, Y), (Y, C, D, Z), (Y, A , B, Z), (Z, A, D, P), (Z, B, C, P) – тогда точка Р есть образ точки Х при инверсии относительно h, т.е. P=h(X), каковы бы ни были А, В, С, D, лежащие на h.
Тройственные симметрии.
Эти теоремы начнем доказывать и формулировать не используя чертежи, «не глядя». Предыдущие теоремы мы доказывали, изучая действия разных отображений на 4 точки А, В, С D. В тех случаях, когда композиция отображений оставляла неподвижными все эти точки – мы получали геометрическую теорему. Но как отмечено (!) достаточно для теорем будет, если неподвижными остаются три точки (а не четыре!). Посмотрим, нельзя ли определить инверсию, используя всего три точки А, В, С? Можно. Представим, что в предыдущем случае точки С и D приближаются друг к другу. В пределе мы получим f1(A)=B, f1(C)=C (потому что точка D сравняется с С). Иначе говоря, при инверсии – точки А и В меняются местами, а точка С – остается неподвижной (т.е. лежит на окружности инверсии). Легко видеть, что точки А, В, С определяют три возможные инверсии f1, f2, f3 такого типа:
f1(A)=B, f1(C)=C

f2(A)=C, f2(B)=B

f3(B)=C, f3(A)=A
При каждой такой инверсии две точки из трех рассматриваемых меняются местами, а третья – остается неподвижной. Теперь мы изучим свойства этих трех инверсий и свойства их композиций и даже найдем углы между неподвижными окружностями этих инверсий. И все это мы сделаем – не гляди на сами инверсии, не пользуясь никакими чертежами и рисунками!

Рассмотрим, например, h=f1(f2(f3(X))). Определим, как действует эта композиция всех трех инверсий на трех точках А, В, С. h(A)= f1(f2(f3(A)))=f1(f2(A))=f1(C)=C; h(B)= f1(f2(f3(B)))=f1(f2(C))=f1(A)=B; h(C)= f1(f2(f3(C)))=f1(f2(B))=f1(B)=A. Итак: h(A)=C, h(C)=A, h(B)=B. Мы увидели, что h оставляет неподвижной точку В и меняет местами А и С, на точках А, В, С отображение h совпадает с f2. Значит, они либо совпадают на всех точках, либо отличаются на инверсию. Но поскольку они оба состоят из нечетного числа инверсий (h из трех, а f2 – из одной) то они не могут отличаться на одну инверсию. Значит – они совпадают на всех точках. 
Итак f1(f2(f3(X)))= f2(X). совершенно аналогично мы получим, что, например f3(f1(f2(X)))=f1(X) и вообще композиция в любом порядке всех трех рассматриваемых инверсий – снова инверсия, причем именно та, которая осуществлена второй в этой композиции. А чему равно, например f1(f2(X))?

Опять-таки, рассмотрим как действует эта композиция f1(f2(X)) на точки А, В, С

f1(f2(А))=f1(C)=C
f1(f2(C))=f1(A)=B

f1(f2(B))=f1(B)=A
Итак, f1(f2(А))=C, f1(f2(C))=B. f1(f2(B))=A, т.е. f1(f2(X)) сдвигает А в С, С в В, В в А. циклически передвигая (А, С, В) – каждый символ в следующий, при этом конец склеен с началом. Легко убедиться, что если мы применим f1(f2(X)) трижды то все три точки будут неподвижными. f1(f2(f1(f2(f1(f2(X))))))=X если X=A или если X=B или если X=C. Или (f1*f2)3(X)=X (в точках А, В, С) Здесь мы обозначили f1*f2  композицию f1(f2(X)) и указали, что применили ее трижды. Т.к. в этой композиции шесть инверсий (две инверсии f1 и f2, примененные трижды, всего инверсий осуществляется 2х3=6), то результат не может быть одной инверсией. Т.к. он оставляет неподвижными три точки А, В, С – и не является инверсией, то он – оставляет неподвижными все точки плоскости. Итак (f1*f2)3(X)=X для всех точек плоскости, или (f1*f2)3=е (буквой е – обычно обозначают движение, оставляющее все точки плоскости неподвижными, как О в сложении или поворот на нулевой угол и т.п.) Аналогично показывается, что (f3*f2)3=е и (f1*f3)3=е.

Теперь, когда мы определили свойства композиций составленных из инверсий f1, f2, f3 – найдем, какой геометрический, наглядный смысл у этих свойств. прежде всего, докажем лемму:

Если P и Q – две действительные инверсии и (P*Q)n=e (т.е. если их выполнять одну за другой, то рано или поздно мы придем в исходное состояние, все точки вернутся на свои места), то P и Q – пересекаются. Докажем от противного. Предположим, что P и Q не пересекаются. Тогда их композиция P*Q последовательно применяемая постепенно стягивает все точки к центру пучка, образованного этими окружностями (вопрос, как именно двигаются точки при последовательном применении этой композиции, или каковы траектории точек – очень интересен, мы его обсудим в отдельной статье). Но если точки постепенно стягиваются, то они никогда не вернутся на прежнее место. Поэтому, если P и Q не пересекаются, то (P*Q)n=e – невозможно. что и требовалось.

Прежде чем применить лемму, заметим, что f1, f2, f3 – действительные инверсии, т.к. в каждом случае есть неподвижная точка. Будем теперь обозначать f1, f2, f3 – не только инверсии, но и те окружности, относительно которых они осуществляются. Раз (f1*f2)3=е, то по лемме f1 и f2 – пересекаются. Обозначим точки пересечения P и Q, осуществим какую-нибудь инверсию с центром в P, тогда f1 и f2 перейдут в прямые, причем композиция симметрий относительно этих прямых (см ст. 2) – есть поворот на удвоенный угол между ними. Пользуясь этим легко определить угол между прямыми, поскольку нам известно, что примененный трижды этот поворот вернет все на свои места. Пусть угол между f1 и f2 равен α, т.к. при инверсии углы сохраняются, то угол между прямыми, в которые перешли f1 и f2 также равен α. Тогда (2* α)*3=360, отсюда α=60 градусов. Аналогично получаем, что угол между f2 и f3 и между f3 и f1 равен 60 градусам. Покажем теперь, что все три окружности f1, f2, f3 – пересекаются в двух точках P и Q (т.е. лежат в одном пучке). Мы уже доказали, что h(X)=f1(f2(f3(X)))=f2(X) т.е. что композиция трех инверсий – снова инверсия. Это возможно, только если эти инверсии – из одного пучка (за исключением случая, когда все три инверсии ортогональны друг другу) (Доказательство этого свойства композиций трех инверсий будет дано в следующих статьях). Значит f1, f2, f3 – все проходят через две точки P и Q и образуют друг с другом углы в 60 градусов. Теперь, когда мы определили основные геометрические свойства инверсий f1, f2, f3 нарисуем их. 

Рисунок 22.

(Три окружности f1, f2, f3, две их точки пересечения P и Q, касательные к этим окружностям в точке Р. Касательные образуют друг с другом углы в 60 градусов)

Вернемся к исходным точкам А, В, С. Как, зная их, построить окружности f1, f2, f3?

Рисунок 23.

(f1 проходит через С и лежит в мнимом пучке с центрами А и В. f2 проходит через В и лежит в мнимом пучке с центрами А и С. f3 проходит через А и лежит в мнимом пучке с центрами В и С).

Центр f1 лежит на прямой (А, В). Обозначим его О. можно написать уравнение, связывающее расстояния: |O, A|*|O, B|=R*R=|O, C|*|O, C| (где R – радиус инверсии f1). Исходя из него, нетрудно найти O. можно же построить окружность f1 не находя ее центр. Т.к. f1 лежит во мнимом пучке с центрами А и В, то f1 ортогональна всем окружностям, проходящим через А и В. проведем две любые такие окружности и инвертируем точку С относительно них, окружность, проведенная через С и две полученные точки – будет ортогональна двум окружностям, проходящим через А и В, и, следовательно – лежат в мнимом пучке с центрами А и В (см. ст. 2 о пучках). Совершенно аналогично поступаем, чтобы найти окружности f2 и f3. 

Теперь покажем, как находить образы точек при инверсии f1. Используем, как обычно, идеи теоремы о пучках ст. 2.

Рисунок 24.

(Окружность О, проходящая через точки А, В, С. Точка Х вне этой окружности. Окружность, проходящая через Х и А, В и окружность, проходящая через Х и касающаяся О в точке С. Вторая точка пересечения двух этих проходящих через Х окружностей. Окружность, проходящая через Х и В, С и окружность, проходящая через Х и касающаяся О в точке А. Вторая точка пересечения двух этих проходящих через Х окружностей. Окружность, проходящая через Х и А, С и окружность, проходящая через Х и касающаяся О в точке В. Вторая точка пересечения двух этих проходящих через Х окружностей.)

Чтобы построить образ точки Х при инверсии f1, как и обычно мы построим две окружности, переходящие в себя при инверсии f1 и проходящие через Х. Тогда вторая точка пересечения этих окружностей и будет f1(X). Окружность, проходящая через Х, А и В и будет ортогональна f1, т.к. f1(A)=B. Докажем, что окружность, касающаяся окружности О (проходящей через А, В, С)  в точке С – также ортогональна f1. Обозначим эту окружность H. Окружность О – проходит через А и В и потому ортогональна f1. f1(C)=C, следовательно С лежит на f1. H, f1 и О все проходят через С и по условию H и О касаются друг друга. Следовательно f1 образует в точке С одинаковый угол с О и H. Т.к. угол с О – прямой, следовательно, угол между f1 и H – также прямой.
Рисунок 25.

(Окружность f1 пересекающая окружность О в точке С. Касающаяся О в точке С окружность Н).

Значит f1(H)=H, что и требовалось доказать. Значит, вторая точка пересечения H с окружностью, проходящей через А, В, Х и будет искомой f1(X). аналогично находим f2(X) и f3(X). Это и изображено на рис. 24. Если прилежно выполнить построения например для утверждения (f1*f2)3=e (т.е.  f1(f2(f1(f2(f1(f2(X))))))=X), то может получиться красивая иллюстрация, напоминающая восточные рисунки.

Сейчас я подытожу рассмотрение тройственной симметрии в таком виде:

Пусть даны три произвольные точки А, В, С, окружность f1 проходит через С и f1(A)=B, окружность f2 через В и f2(A)=C, окружность f3 через А и f3(В)=С. Тогда f1, f2. f3 все пересекаются в двух точках и образуют между собой углы в 60 градусов. Или так: Через каждую из трех точек проведена окружность, сопрягающая две оставшиеся. Три полученные окружности пересекаются в двух точках и образуют углы между собой в 60 градусов. Заметим еще, что точки пересечения этих трех окружностей, P и Q – симметричны относительно О, проходящей через исходные точки А, В, С (т.к. эта окружность ортогональна f1, f2, f3). Четверки точек А, В, С, Р или А, В, С, Q обладают рядом интересных свойств, которые я надеюсь рассмотреть в других статьях. 

Прежде чем перейти к следующей теме, докажем простую теорему. При инверсии окружности переходят в окружности. Определим инверсию через пары сопряженных точек (так мы обычно и поступаем, начиная со ст. 2) и получим новую теорему о семи окружностях.

Рисунок 26.

(Точки А, В, С, D лежащие на одной окружности. Точка S вне этой окружности и две окружности, проходящие через нее и В и D она и А и С – другая, вторая точка пересечения этих окружностей Т. Точка P и две окружности, проходящие через нее и В и D она и А и С – другая, вторая точка пересечения этих окружностей Q.)

Теорема утверждает, что если P,S, A, B – на одной окружности, то и C, D, T, Q – на одной окружности. Для доказательства достаточно указать, что при инверсии I, такой что I(A)=C, I(B)=D (такая инверсия существует, как показано в ст. 2) I(P)=Q, I(S)=T, Если прообразы P,S, A, B – лежат на одной окружности, то их образы I(A)=C, I(B)=D, I(P)=Q, I(S)=T – также лежат на одной окружности. что и требовалось.

Четыре касающиеся друг друга окружности.
Есть какая-то притягательность в рисовании четырех касающихся друг друга окружностей. многие делали это в детстве. По крайней мере – если нарисованы три, так и тянет дорисовать четвертую. Нарисуем и мы.

Рисунок 27.

(Четыре касающихся друг друга окружности А, В, С, D. (D – втиснуто между тремя другими). Шесть точек их касания между собой и три окружности, проходящие через эти точки касания. Построение этих трех окружностей описано ниже)
Обозначим 6 точек касания с помощью касающихся в этих точка окружностей. Точка АВ (или ВА) – точка касания окружностей В и А и т.п. Эти шесть точек АВ, АС, СD, СВ, DВ, АD – обладают рядом замечательных свойств. Например АВ, АD, DC, CB – сами лежат на одной окружности. Доказательство: ведь эти четыре окружности касаются друг друга по цепочке. Рассмотрим инверсию I, меняющую местами окружности А и С. Окружности В и D при этом останутся неподвижными (т.к. они касаются их обеих) I(B)=B, I(D)=D. Значит I(AB)=(CB), I(AD)=CD, т.е. в перечисленной четверке точек есть две пары сопряженных относительно I, следовательно эта четверка лежит на одной окружности. что и требовалось. Можно провести три таких окружности, они обозначены на рис. 27.
Сгруппируем теперь шесть точек касания иначе. Отбросим из четырех окружностей какую-то, например А. Останутся три окружности, касающиеся друг друга в трех точках. Проведем через них окружность, обозначим ее SA. по первой теореме в этой статье – она ортогональна всем трем оставшимся окружностям B, C, D. Аналогично построим окружности SB, SC, SD (отбросив одну окружность и проведя окружность через три точки касания оставшихся между собой). 
Рисунок 28.

(изображены исходные окружности A, B, C, D и построенные окружности SA, SB, SC, SD)
Докажем, что все четыре окружности SA, SB, SC, SD – касаются друг друга!

Рассмотрим, например SA и SB. Первая окружность проходит через BC, CD, и DB (точки касания окружностей В, С, D), вторая через АС, СD, и AD (точки касания А, С, D) Покажем, что в точке СD окружности SA и SB – касаются. В самом деле, SA и SB  по построению ортогональны С (и D тоже). Но если две окружности ортогональны третьей и имеют на ней общую точку – то они касаются друг друга в это общей точке. Это было доказано в комментарии к рис. 25. Теперь докажем чуть-чуть иначе:
Рисунок 29.

(Окружность С, точка СD касающиеся в этой точке окружности SA, SB, касательная прямая в точке СD к С и прямая, касающаяся SA в точке СD)

Касательная к SA в точке CD ортогональна касательной к С в этой точке и касательная к SB ортогональна к этой же касательной в этой же точке (т.к. обе окружности ортогональны к С). Значит касательные к SA и SB совпадают в точке СD. Значит SB и SA касаются друг друга в точке CD. Что и требовалось.

Проведем теперь окружность Е, касающуюся А, В, С – охватывая их, как лассо.
Рисунок 30.
(исходные окружности А, В, С, D и охватывающая их Е)

Точки касания с Е обозначим АЕ, ВЕ, СЕ. Заметим, что Е симметрично с D относительно окружности, проходящей через АВ, АС, СВ, ранее мы обозначили эту окружность SD. Точки АЕ, АС, АD и AB (все лежащие на одной окружности А) образуют «гармоническое отношение» (одно из важнейших понятий проективной геометрии и геометрии окружности). в других статьях мы поговорим подробней об этом отношении, по же замечу, что из многочисленных определений гармонического отношения это – нагляднейшее. Заметим еще, что точки АВ, АD, DC, CB (лежащие. как показано выше на одной окружности)– так же образуют гармоническое отношение).

Мы еще вернемся к изучению 4 касающихся друг друга окружностей и шести точек их касания в других статьях. пока же рассмотрим:

Четыре касающиеся друг друга сферы.

Три касающиеся друг друга окружности имеют три точки касания. Эти три точки касания заведомо лежат на одной окружности, т.к. через три любые точки можно провести единственную  окружность. 4 касающиеся друг друга сферы имеют шесть точек касания. 6 точек в пространстве вовсе не обязательно лежат на одной сфере (сферу задают 4 точки не лежащие на одной окружности). Докажем, что все 6 точек касания 4 сфер – лежат на одной сфере. Нам потребуются две леммы.
1. Если сферы А, В, C, D  касаются друг друга по цепочке (не разделяя друг друга), то точки их касания лежат на одной окружности.

2. Три взаимно пересекающиеся в 6 точках окружности лежат на одной сфере.

Первое можно доказать, рассматривая инверсии в пространстве, аналогично тому, как мы поступали, рассматривая 4 касающиеся друг друга по цепочке окружности. Но можно доказать иначе. Пусть А касается В, В касается С, С касается D, D касается А. Точки касания обозначим соответственно АВ, ВС, СD, DA. Проведем через эти четыре точки касания какую-нибудь сферу S. Она пересечет сферу А по окружности, обозначим эту окружность SA, сферу B по окружности SB, сферу С по окружности SC, сферу D по окружности SD. Окружности SA, SB, SC, SD касаются друг друга по цепочке в тех же точках, что и сферы А, В, С, D. Значит, эти точки лежат на одной окружности (т.к. точки касания построенных окружностей – лежат на одной окружности). что и требовалось.

Докажем 2. Две пересекающиеся окружности задаются четырьмя точками (две точки пересечения и еще по одной точке на каждой окружности). Проведем через эти четыре точки сферу, обе пересекающиеся окружности лежат на ней. Третья окружность по условию, пересекается с этими двумя в разных точках, поэтому имеет с этой сферой 4 общие точки, значит – лежит на этой сфере. Что и требовалось.

Теперь докажем, что шесть точек касания сфер А, В, С, D – лежат на одной сфере. Для доказательства мы используем построение, аналогичное рис 27. Мы будем группировать сферы А, В, С, D так, чтобы они образовывали цепочку, точки касания будут лежать в каждом случае – на одной окружности, эти окружности пересекаются (в точках касания сфер). Поэтому окружности, а значит и точки касания сфер – лежат на одной сфере. Точки касания сфер будем обозначать аналогично тому, как обозначали точки касания окружностей. Именно: точки АВ, ВС, CD, DA – на одной окружности S1, АС, СD, DB, BA – на одной окружности S2, AD, DB, BC, CA – на одной окружности S3.

Рассмотрим три окружности S1, S2, S3. S1 пересекается с S2  в точках CD, BA. S1 пересекается с S3 в АD и ВС. S2 пересекается с S3 в АС и DB. По лемме 2 S1, S2, S3 лежат на одной сфере. Значит на одной сфере лежат и все точки касания А, В, С, D. Обозначим эту сферу S. Если провести ее и изобразить ее пересечение со сферами А, В, С, D то получим рисунки 27 и 28. S ортогональна всем четырем исходным сферам. Но это мы здесь доказывать не будем.

Теорема Штайнера о системе касающихся друг друга окружностей.

Напоследок мы в этой статье докажем теорему Штайнера. Доказательство покажет нам эффективность понятия изоморфизм и даст повод подробней рассмотреть мнимый пучок окружностей. Формулировка теоремы: Пусть есть две окружности А и В, в лежит внутри А. возьмем произвольную окружность С1, лежащую внутри А, вне В и касающуюся их обеих. построим теперь систему окружностей С2, С3, С4… такую, что каждая из них касается предыдущей и обе исходные окружности А и В.
Рисунок 31.

(описанная система окружностей. Окружности СК окружают В как лепестки и ограничены окружностью А, охватывающей их как лассо)

Возможно, что как изображено на рисунке, построение замкнется, какая-нибудь окружность СК коснется С1. Тогда можно подсчитать, сколько окружностей участвует в цепочке. возможно, что построение никогда не замкнется. Теорема утверждает, что результат (количество окружностей в цепочке и замыкается ли она) не зависит от выбора окружности С1, стартовой окружности для построения. Т.е., что если мы возьмем какую-нибудь другую окружность D1 касающуюся А и В и расположенную вне В и внутри А и построим цепочку окружностей D1, D2, D3… то если замыкается цепочка СК, то замыкается и цепочка DК и число окружностей в двух цепочках – одинаково.

Доказательство.

1. предположим, что окружности А и В – концентрические, т.е. их центры – совпадают.

Рисунок 32.

(аналогичен рис. 31, но А и В концентрические)

Тогда мы можем повернуть все окружности в цепочке относительного общего центра А и В так, чтобы окружность С1 совпала с окружностью D1 легко видеть, что при этом окружность C2 совпадет с D2  и окружность СК  с окружностью DK. Сами же окружности А и В – останутся на месте. Тем самым установлен изоморфизм между цепочками СK и DK (точное определение изоморфизма см. в конце статьи) двух цепочек СК и DК. Все свойства одной есть и у другой. Значит в них одинаковое число окружностей. Что и требовалось.

2. Общий случай. Окружности А и В не концентрические. Покажем, что в этом случае можно с помощью одной инверсии перейти к концентрическим окружностям. Пусть P и Q – центры пучка, образованного окружностями А и В. Осуществим какую-нибудь инверсию I с центром в одном из центров пучка, например, в Р. Р перейдет в бесконечно удаленную точку. Рассмотрим пучок, образованный окружностями С=I(B) и I(A)=D. его центры – I(P) и I(Q). I(P) – бесконечно удаленная точка. Т.к. бесконечно удаленная точка сопряжена с центром окружности (относительно этой окружности), то центры окружностей С и D – совпадают (и являются вторым центром пучка, образованного С и D, точкой I(Q)).

Дадим и второе доказательство этого факта. Рассмотрим пучок окружностей, ортогональных А и В. все они проходят через P и Q. при любой инверсии I с центром в Р окружности этого пучка перейдут в прямые, пересекающиеся в точке I(Q).

Рисунок 32.

(окружности I(A) и I(B), точка I(Q), прямые, проходящие через точку I(Q))
Окружности I(A) и I(B) должны быть ортогональны всем этим прямым. Но это возможно, только если их центры – совпадают и есть точка пересечения этих прямых, т.е. I(Q). (Прямая ортогональна окружности тогда и только тогда, когда проходит через ее центр). Следовательно, I(A) и I(B) – имеют общий центр. Итак, мы доказали что одной инверсией можно перевести две произвольные, не имеющие общих точек окружности в концентрические окружности. Значит, пучок окружностей, не имеющих общих точек устроен также, как пучок концентрических окружностей. Аналогично этому, пучок пересекающихся окружностей подобен (или изоморфен) пучку прямых, проходящих через одну точку.

Теперь докажем теорему Штайнера.

Пусть цепочка C1, C2, C3, … замыкается на шаге К, т.е. СК касается C1. покажем, что и любая другая цепочка D1, D2, D3, … замкнется на этом же шаге К. Рассмотрим инверсию I, отображающую А и В в концентрические окружности. Цепочка СК перейдет в цепочку I(C1), I(C2), I(C3),… построенную уже на концентрических окружностях I(A) и I(B), цепочка DK  в цепочку I(D1), I(D2), I(D3),… также построенную на I(A) и I(B). Ранее было доказано, что если I(C1) касается I(CK), то и I(DK) касается I(D1) (т.к. это цепочки построенные на двух концентрических окружностях). Но если I(DK) касается D1, то DK касается D1 (инверсия переводит касающиеся окружности в касающиеся). Что и требовалось.

Заметим, что у данной теоремы есть и более короткое доказательство. Необязательно рассматривать концентрические окружности. Пусть на рис. 31 есть две цепочки окружностей: С1, С2,… СК и D1, D2,… DK. С помощью композиции двух инверсий можно отобразить С1 в D1 так, что А и В останутся неподвижными, С2 перейдет в D2 и т.д. Это докажет, что у цепочек СК и DK – одинаковые свойства, т.е. если замыкается одна, то замыкается и другая и число звеньев – одинаково. Мы не будем рассматривать здесь эту композицию, предоставляю читателю сделать это самостоятельно. Впрочем эта композиция будет указана в статье, где мы разберем траектории движения точек и окружностей.

Рассмотренное доказательство дало нам повод свести свойства пучка окружностей, не имеющих общих точек к свойствам семейства концентрических окружностей. Для концентрических окружностей тривиально доказать, что композиция трех инверсий – снова инверсия (относительно окружности из этого же концентрического пучка), а композиция двух инверсий – подобие (или гомотетия) с центром в центре окружностей. (Отсюда и следует, что композиция трех инверсий – снова инверсия).

В ходе доказательства теоремы Штайнера (а на самом деле и во многих других местах) мы использовали понятие «изоморфизм». Это – очень общее понятие, используемое во многих разделах математики.. В школьной геометрии его аналог – понятие «конгруэнтности фигур». Сейчас я дам определение изоморфизма, пригодное в контексте геометрии окружности. Пусть у нас есть два набора объектов (точек, окружностей или каких-то других объектов). Первый набор: P1, P2, P3,… Второй: Q1, Q2, Q3,… И есть взаимнооднозначное отображение f из первого набора во второй: f(P1)=Q1, f(P2)=Q2, f(P3)=Q3 и т.д. причем все свойства между объектами первого набора (углы, симметричность и т.п.) не изменяются при отображении f. Тогда отображение f называется изоморфизмом между двумя этими наборами объектов. 

Если нам надо доказать что-то про объекты Р1, Р2, Р3… и f – изоморфизм, то мы можем доказать требуемое для f(P1), f(P2), f(P3)… Результат будет верен и для объектов Р1, Р2, Р3… Мы пользовались этим часто, например, когда использовали инверсию I, превращающую некоторые окружности в прямые и доказывали теорему про прямые, что было привычней. Например, так устроено «школьное», первое доказательство теоремы о пучках. Также мы устанавливали изоморфизм между пучком пересекающихся окружностей и пучком прямых, проходящих через одну точку, а недавно мы установили изоморфизм между пучком окружностей не имеющих общих точек и концентрическими окружностями.

Изоморфизм в математике – тоже, что точное сравнение в литературе.
Статья 4.
Моделирование проективной геометрии с помощью геометрии окружности и сферы.
Краткое содержание статьи.
В статье строится наглядная модель проективной плоскости и проективного пространства на основе геометрии окружности. Дается наглядное геометрическое истолкование алгебраических соотношений (А*В*С)2=е и А*В=В*А (коммутативность). Показывается связь этой модели с исчислением бесконечно-малых и связь тождества (А*В*С)2=е с теоремой Паскаля.
В приложении кратко формулируются основные свойства пучков и разъясняется рассмотрение точки как частного случая окружности. Статья подготавливает к моделированию и изучению геометрий Римана, Евклида и Лобачевского методами геометрии окружности.
В несколько другом ракурсе тема рассмотрена в моей статье, опубликованной в журнале «Математическое просвещение» (№3, 1999 год)
Моделирование проективной плоскости. А-отображения.
Уже когда в ст. 2 мы доказывали теорему о пучках, то воспользовались тем, что окружность на сфере – лежит в некоторой плоскости и свойства пересечений окружностей на сфере можно соотнести со свойствами пересечений прямых и плоскостей в пространстве. То есть – с проективным пространством. В этой статье мы систематически покажем связь между проективной геометрией: геометрией прямых, точек и плоскостей с геометрией окружности. Начнем с плоского случая.
Рассмотрим произвольную окружность О и совокупность ортогональных к ней окружностей. Каждой точке плоскости (кроме лежащей на самой окружности О) соответствует одна и только одна инверсия, ортогональная О.

Рисунок 1.

(Окружность О и ортогональная ей окружность I, центра окружности I – точка А. Две касательные прямые из А к О, касающиеся О в точках P и Q, две секущие из А к О. Одна секущая пересекает О в точках D и F, другая – в точках В и С)

В самом деле, пусть А произвольная точка вне О – центр некоторой окружности I, ортогональной О. Тогда в А, по определению инверсии, пересекаются все прямые, проходящие через образ и прообраз точки (под действием этой инверсии). По теореме о секущих из точки А (мы пользовались ею, напр., доказывая теорему о пучках) 

|A, A(B)|*|A, B|=|A, D|*|A, A(D)|=|A, A(P)|*|A, P|=|A, P|2 

Здесь через А(В) обознается образ точки В при инверсии относительно окружности I (с центром в А и ортогональной к О). Р – точка касания прямой проходящей через А с О, поэтому А(Р)=Р, радиус инверсии равен |A, P|. Эта инверсия действует на всю плоскость, но нам ближайшем будущем будет важно только ее действие на окружность О. Также на ближайшее время мы можем забыть про окружность I. Нам будет важна лишь точка А – центр инверсии. Ведь точка А полностью задает отображение окружности О в себя. Чтобы найти образ произвольной точки Х, лежащей на О при этом отображении надо:

1. Провести прямую (А, Х).

2. Найти вторую точку пересечения (А, Х) и О (первая точка пересечения – Х).

3. Эта точка и будет образом точки Х при отображении, заданном точкой А.

Назовем это отображение – «А-отображением окружности в себя». Точку, определяющую отображение назовем «центром отображения». Если (А, Х) касается О, то мы определяем, что А(Х)=Х, Х – неподвижная точка при А-отображении. А-отображение окружности О в себя можно продолжить на всю плоскость и это будет инверсия относительно окружности I. Но, как было сказано, пока мы интересуемся как действует А-отображение на окружность О.

Заметим еще, что если Р и Q неподвижные точки А-отображения, то любая пара точек Х и А(Х) гармонически разделяет пару Р и Q. (Понятие гармонического отношения играет важнейшую роль в проективной геометрии, но в этой статье я не буду его исследовать).
Если точка А лежит внутри окружности О, то точки пересечения любой прямой, проходящей через А с окружностью О лежат по разные стороны от А. Поэтому А определяет мнимую инверсию.

Рисунок 2.

(Окружность О, точка А внутри нее, диаметр О, на котором лежит А, перпендикуляр из А к этому диаметру, точки пересечения этого перпендикуляра с О – Х и A(X). Две секущие из А одна пересекает О в точках Z и A(Z), другая в точках Y и А(Y))

По теореме о хордах: |A, Z|*|A, A(Z)|=|A, Y|*|A, A(Y)|=A, X|*|A*, A(X)|. Это задает мнимую инверсию с центром в А. Как и должно быть при мнимой инверсии – неподвижных точек нет, т.к. если А лежит внутри О, то невозможно провести из А прямую, касающуюся О. Радиус инверсии R равен корню квадратному из указанного произведения. Геометрически его можно найти из того, что R=|A, X|, если |A, X|=|A, A(X)|. А это равенство достигается, если отрезок [X, A(X)] – перпендикулярен диаметру О проходящему через А, как это и изображено на рис. 2. пять-таки, мы будем рассматривать действие этой мнимой инверсии только на окружность О, а действие ее на остальные точки плоскости нам пока будет не интересно. 

Итак, мы видим, что всякая точка плоскости, не лежащая на окружности О задает одну и только одну инверсию плоскости, при которой окружность О переходит в себя. Если А вне окружности – это обычная действительная инверсия, если внутри – мнимая. при изучении действия этих инверсий на О можно пользоваться описанными выше А-отображениями (образ точки Х на окружности О есть вторая точка пересечения прямой (А, Х) с О). Тривиально доказывается, что А(А(Х))=Х (иначе говоря, А(Х) – инволютивное отображение).
Пусть А – вне окружности. (Рис. 1). В этом случае у А-отображения есть две неподвижные точки Р и Q. Заметим, что А-отображение как бы выворачивает наизнанку окружность О, меняя местами две дуги, на которые разделили окружность точки Р и Q. Это напоминает, как инверсия на плоскости меняет местами внутренность и внешность неподвижной окружности инверсии. Мы можем еще сказать, что пара точек Р и Q окружности О задает инволютивное отображение (или симметрию) окружности О в себя.. Нужно провести касательные к О и найти их точку пересечения между собой. Эта точка и задаст требуемое А-отображение окружности. Заметим, что для определения этого отображения нам пришлось «выйти за пределы» окружности О.

Указанный прием не работает в одном случае. Если точки Р и Q – диаметрально противоположные точки на окружности О. Тогда касательные в этих точках будут параллельны друг другу и не пересекутся на евклидовой плоскости.

Рисунок 3.

(Окружность О, диаметрально противоположные точки на ней P и Q, касательные к О в этих точках, прямая (P, Q), точки на О: Х, Y, Z, I(X), I(Y), I(Z) такие, что прямые (X, I(X)), (Y, I(Y)), (Z, I(Z)) – все параллельны друг другу и указанным касательным к О)

Чтобы догадаться, какое отображение О в себя задают точки Р и Q можно вспомнить, что мы говорили про ортогональные к О окружности. Окружность, ортогональная к О и проходящая через пару диаметрально противоположных точек на О – прямая. (Как было сказано, прямая, это окружность с бесконечно удаленным центром.) проведем эту прямую I. Симметрия относительно этой прямой переводит окружность О в себя, оставляя точки Р и Q неподвижными. Мы видим, что каждая пара точек на окружности О задает «инверсию» или симметрию этой окружности. Заметим сходство с объемным случаем. Окружность на сфере задает инверсию сферы, при этом окружность лежит на некоей плоскости, секущей сферу; пара точек на окружности задает инверсию окружности, причем пара точек, разумеется, лежит на некоей прямой, секущей сферу.

Симметрию относительно прямой, проходящей через центр окружности О как частный случай А-отображений можно получить с помощью ПРЕДЕЛЬНОГО ПЕРЕХОДА.

Рисунок 4.

(Окружность О, ее центр Е, диаметрально противоположные точки Р и Q, прямая (Е, А), ортогональная прямой (Р, Q) точки А, А1, А2 на этой прямой, касательные к О, проведенные из этих точек, точки касания.)

Пусть точка А удаляется от окружности О по прямой (А, Е), проходя через точки А1, А2… Мы видим, что касательные к О, проходящие через точки А, А1, А2 – касаются О в точках, все ближе расположенных к P и Q, где Р и Q – концы диаметра, перпендикулярного к (А, Е). А отображения: А(Х), А1(Х), А2(Х) все более напоминают симметрию относительно прямой (Р, Q). Секущие же из точек А, А1, А2 – все более приближаются к параллельным к прямой (А, Е).

Пусть теперь какая-нибудь точка В двигается по прямой, параллельной (А, Е) в ту же сторону, что и А.

Рисунок 5.

(Окружность О, ее центр Е, диаметрально противоположные точки Р и Q, прямая (Е, А), ортогональная прямой (Р, Q) точки В, В1, В2 на прямой, параллельной (Е, А), касательные к О, проведенные из этих точек, точки касания.)

Мы видим, что неподвижные точки отображений В(Х), В1(Х), В2(Х) – приближаются к точкам P и Q, а сами отображения все более напоминают симметрию относительно прямой (Р, Q), а секущие, проходящие через В, В1, В2 все ближе к параллельным к (А, Е) прямым (угол между секущими уменьшается). Это аналогично тому, как изменяется угол падающих лучей при удалении источника света. Заметим еще, что если точка С расположена на прямой (А, Е) по другую сторону от О чем точка А и удаляется все далее от О, то с удалением С С(Х) опять-таки приближается к симметрии относительно прямой (Р, Q).

Рисунок 6.

(Окружность О, диаметрально противоположные точки Р и Q, точка А, точка С на другой стороне от О).

Симметрии окружности О относительно прямых, проходящих через ее центр – мы также будем называть А-отображениями, имея в виду, что их центр – бесконечно удален от А, совпадая с точкой пересечения касательных к О в диаметрально противоположных точках. Каждому «направлению удаления от О» отвечает перпендикулярная ему прямая, проходящая через центр окружности О.
Алгебраические свойства А-отображений и их геометрическое истолкование.
Зададимся теперь вопросом, когда А-отображения коммутируют (т.е. безразличен порядок, в котором их применять к окружности О). Пусть В(Х) и С(Х) два А-отображения и они коммутируют, то есть С(В(Х))=В(С(Х)) для всех Х. В том числе это равенство должно выполняться и для тех Х, при которых В(Х)=Х, т.е. на неподвижных точках отображения В. Подставим С(В(Х))=С(Х) т.к. В(Х)=Х. С(В(Х))=В(С(Х))=С(Х) т.е. из коммутируемости В(Х) и С(Х) следует, что, что если Х – неподвижная точка отображения В, то С(Х) – также неподвижная точка отображения В, иначе говоря, С как-то переставляет неподвижные точки отображения В. аналогично, В как-то отображается неподвижные точки отображения С в себя.

Мы знаем, что у всякого А-отображения 2, 1 или ни одной неподвижной точки в зависимости от того, лежит центр А-отображения вне, на или внутри окружности О. Разберем случай, когда неподвижных точек 2. Пусть это точки Р и Q. В(Р)=Р, В(Q)=Q. С отображает эту пару точек в себя. Возможны два случая:

1. С(Р)=Q, C(Q)=P
2. C(P)=P, C(Q)=Q (C как и В, оставляет точки P и Q неподвижными.

Что означают эти случаи геометрически? Первый случай означает, что С – лежит на прямой, проходящей через Р и Q.

Рисунок 7.

(Точка В, две касательные прямые к окружности О, проходящие через В, точки их касания с О – Р и Q, точка С, лежащая на прямой (Р, Q))

Второй случай означает, что С лежит на прямой, касающейся О в точке Р и на прямой, касающейся О в точке Q, т.е. в точке пересечения этих прямых. Но это – точка В. Если точка С совпадает с точкой В, разумеется, эти отображения коммутируют. Они просто совпадают друг с другом, а всякое отображение коммутирует само с собой. Но это случай мы не будем рассматривать.

Итак, нам интересен только случай 1., когда С – меняет местами неподвижные точки отображения В (точки Р и Q). Мы покажем, что условие «С лежит на прямой, проходящей через точки Р и Q – не только необходимо, но и достаточно. Точнее – я сошлюсь на давно известные геометрические факты, из которых это следует.

Рисунок 8.

(Окружность О, точки В и С вне нее, Р и Q – точки касания двух прямых, проходящих через В с О, С лежит на (P, Q). Точка Х на О, прямые (В, Х) и (С, Х), точки пересечения этих прямых с О – В(Х) и С(Х), прямые (С, В(Х)) и (В, С(Х)), точка пересечения этих прямых с О.)

На рисунке по данным точкам Х, С, В, построены точки В(Х), С(Х), С(В(Х)), В(С(Х)). Коммутируемость отображений С и В означает, что точки С(В(Х)) и В(С(Х)) совпадают, т.е. прямые (С, В(Х)) и (В, С(Х)) – пересекаются в одной точке (при том условии, что С лежит на прямой (Р, Q)). Можно сформулировать и иначе: при данном условии (что С лежит на (Р, Q)) если пара точек окружности О лежит на одной прямой с В, то прямые, проведенные через С и эту пару точек – пересекают О в точках, также лежащих на одной прямой с В.

Есть геометрическая теорема доказывающая этот факт. Мы не будем здесь приводить это доказательство. Но некоторые определения, связанные с теоремой нам понадобятся. Теорема обычно доказывается в рамках теории «поляр и полюсов». Дадим ключевое определение этой теории:

Пусть дана точка В вне (или на) окружности О и проведены касательные прямые к окружности О через эту точку. Прямая L, проходящая через точки касания этих прямых с О – называется полярой точки В. А точка В называется полюсом прямой L. В терминах А-отображений это звучит так: «полярой точки В называется совокупность таких точек, что А-отображения с центрами в этих точках – меняют местами неподвижные точки отображения В».

Первое свойство поляр – взаимность. Если какая-то точка Х лежит на поляре точки В, то и В лежит на поляре Х. Второе свойство – двойственность: если три точки лежат на одной прямой, то их поляры пересекаются в одной точке. Предлагаю читателю самостоятельно сформулировать это свойство в терминах А-отображений.

Из приведенной выше геометрической теоремы следует, что если точка С лежит на поляре В, то А-отображения с центрами в этих точках – коммутируют. И, обратно – если А-отображения коммутируют, то они лежат на поляре друг друга. Обратим внимание на связь свойства взаимности поляр с коммутируемостью. Если В коммутирует с С, то и С коммутирует с В – именно этот очевидный факт и выражает свойство взаимности.

Мы рассматривали случай, когда В лежит вне окружности О. Если В лежит на О, то полярой В называют касательную прямую к О в точке В. А если В лежит внутри О? В этом случае полярой В называют совокупность точек, которые являются полюсами прямых, проходящими через В. По свойству двойственности – эти точки лежат на какой-то одной прямой. Эта прямая и будет полярой точки В. Заметим, что в данном случае поляра не имеет общих точек с О. Ведь полюс прямых, пересекающих О – вне О. В терминах А-отображений можно сказать, что полярой точки В называют совокупность точек С, таких, что А-Отображения с центрами в точках В и С коммутируют между собой. Заметим, что приведенное определение охватывает случаи, когда В вне или внутри О. Более того, если В лежит на О, мы также можем связать с ней отображение: В(Х)=В какой бы ни была Х.

Рисунок 9.

(Окружность О, точки В, Х, Y, Z на ней и направленные отрезки [X, B], [Y, B], [Z, B])

В(Х)=В(Y)=B(Z)=В. Это отображение, конечно, не будет взаимнооднозначным, тем более – инволютивным. Образ всех точек одинаков – точка В. Но вопрос про коммутативность имеет смысл. Пусть А-отображение с центром в С коммутирует с описанным только что отображением В(Х)=В С(В(Х))=В(С(Х)) левая часть равна С(В) правая – В. Значит С(В)=В, а это равносильно тому, что С лежит на поляре В (прямой касающейся О в В). Заметим, что рисунок 9 прямо-таки подводит к мысли о связи этой темы с исчислением бесконечно малых (окружность отображается в бесконечно-малую окрестность точки В). Теперь мы можем сформулировать аксиомы о прямых и точках в терминах А-отображений. Это будет несколько хитроумно. Пусть Е и D – две точки плоскости. Они задают А-отображения с центрами в этих точках. Есть одно и только одно отображение, коммутирующее с ними обоими. Обозначим его В. Совокупность всех А-отображений, коммутирующих с В мы и назовем «прямой, проходящей через Е и D» Это определение вызывает вопросы.

Почему есть одна и только одно А отображение, коммутирующей с E и D?

Все центры А-отображений, коммутирующих с Е лежат на поляре к Е, а все центры А-отображений, коммутирующих с D на поляре к D. Если эти две прямые пересекаются, то точка их пересечения и будет центром искомого отображения. Если эти две прямые параллельны (а это возможно только если Е и D  лежат на одной прямой с центром окружности О, то искомым отображением будет осесимметрия относительно (Е, D)
Рисунок 10.

(Окружность О, ее центр Н, точки Е и D на одной прямой с Н, прямые проходящие через Е и касающиеся О в точках Р и Q, прямые, проходящие через D и касающиеся О в точках Р1 и Q1, прямые (Р1, Q1) и (Р, Q) параллельны друг другу и перпендикулярны прямой (Е, D))

Предоставляю читателю самостоятельно доказать, что в этом случае (если поляры Е и D параллельны – Е и D лежат на одной прямой с центром окружности О и симметрия относительно (Е, D) коммутриует с А-отображениями с центрами в Е и D.
Итак, мы доказали, что отображение В, коммутирующее с Е и D – только одно. Поэтому пара А-отображений с центрами в Е и D  в самом деле однозначно задают совокупность А-отображений, таких, что они коммутируют с коммутирующим с Е(X) и В(Х) отображением. Теперь надо доказать, что определенные таким образом «прямые» – всегда пересекаются в одной точке, т.е. что есть одно и только одно А-отображение, лежащее в обоих множествах точек. Но, по сути, мы это уже сделали. Допустим А-отображения первой прямой все коммутируют с В1 (иначе говоря В1 является полюсом этой прямой), а второй прямой – с В2 (В2 является полюсом этой прямой). Есть одно только одно А-отображение, коммутирующее с В1 и В2 одновременно, оно и будет искомым пересечением двух определенных таким образом прямых. Заметим, что в некоторых случаях точки пересечения могут лежать на окружности О. Точка лежащая на О, как было показано, также задает отображение, которое мы и рассматриваем в данном случае.

Повторим: А-отображения называются лежащими на одной прямой, если существует какое-то А-отображение, коммутирующее с каждым из них. Замечательно, что центры этих А-отображений изображаются точками, лежащими на одной прямой! См. Рисунок 8.

Итак, мы показали, что А-отображения моделируют проективную плоскость.
Теорема Паскаля и А-отображения, уравнение (S*T*F)2=e.
 Теперь мы установим связи между А-отображениями и теоремой Паскаля. Для этого вспомним, что А-отображения это – действия инверсий на ортогональную им окружность О. А отображения, лежащие на определенной нами прямой по определению – коммутируют с неким А-отображением. Обозначим Его В. Значит и инверсии, сужением которых и являются А-отображения) коммутируют с В. кроме того, эти инверсии коммутируют с О. Но тогда они лежат в одном пучке (двойственном к пучку, в котором лежат А и О см. ст. 2). А все инверсии из одного пучка имеют свойство: композиция любых трех из них – инволютивна, снова инверсия относительно окружности (действительной или мнимой) из этого пучка. То есть для любых трех инверсий S, T, F из одного  пучка S(T(F(S(T(F(X))))))=Х или, выражаясь иначе (S*T*F)2=e. Теперь проиллюстрируем теорему Паскаля.
Рисунок 11.

(окружность О, 6 точек на ней, по часовой стрелке: Е, D, F, H, G, P. Пересечения диагоналей этого шестиугольника именно (H, P) и (E, F) – точка С, (E, G) и (D, H) – точка А, (P, G) и (F, D) – точка В. Построенные точки А, В, С – сами лежат на одной прямой).

Теорема Паскаля утверждает, что если шесть точек Е, D, F, H, G, P – лежат на одной окружности, то точки пересечения диагоналей, указанных на рисунке – лежат на одной прямой. Рассмотрим А-отображения с центрами в точках пересечения этих диагоналей: С, А, В. Заметим, что А(Р)=G, A(D)=F, B(E)=G, B(D)=H, C(P)=H, C(E)=F. Начнем построение с точки Р. Выразим оставшиеся 5 точек с помощью композиций А-отображений. G=A(P), E=B(A(P)), F=C(E)=(C(B(A(P))), D=A(F)=A(C(B(A(P)))), H=B(D)=B(A(C(B(A(P))))),  и P=C(H)=C(B(A(C(B(A(P)))))). Обозначим отображение C*B*A буквой К. Мы только что показали, что К(К(Р))=Р или, что К инволютивна на точке Р, т.е. С*В*А инволютивно на точке Р. Рассказанного в предыдущих  статьях недостаточно, чтобы заключить отсюда, что К= C*B*A инволютивна на всех точках. (а этого было бы достаточно для доказательства теоремы Паскаля). Но мы можем сформулировать родственное ей утверждение:
Из того, что А, В, С – лежат на одной прямой, следует, что построение замкнется или, что точки С, Р, Н – лежат на одной прямой. Это следует из того, что если А, В, С лежат на одной прямой, то С*В*А – инволютивно и образы точки Р связаны описанными выше соотношениями.

Заметим, что свойство (А*В*С)2=е можно было бы взять за определение «прямой» то есть определить так: три точки А, В, С лежат на одной прямой только если композиция А-отображений с центрами в них – снова есть какое-то А-отображение. Но тогда бы мы столкнулись с одной трудностью: точки лежащие на О не подпадали бы под это определение. Если одна из этих точек лежит на О, то она отобразит все точки О в себя и, разумеется, композиция с участием такой точки не будет инволютивна. Чтобы обойти эту трудность, вероятно надо развить идею, что точка на О – это не точка, а бесконечно малая окрестность. Но это  отдельная тема.
Моделирование проективного пространства.

Можно очень просто сформулировать соответствие между плоской геометрией окружности и геометрией проективного пространства.
А. Назовем «точкой» проективного пространство инверсию (действительную или мнимую) или точку геометрии окружности

В. Назовем «прямой» проективного пространства – совокупность инверсий, ортогональных двум данным и, если эти инверсии действительные – то и их общие точки (если эти точки есть).

С. Назовем «плоскостью» проективного пространства – совокупность инверсий и, если данная инверсия действительная – совокупность лежащих на ней точек.

Пояснения. 1. Я говорю «ортогональные», а не «коммутирующие». Разумеется, это вольность речи. Инверсии это – отображения, а не геометрические объекты. 2. Я трактую здесь точки как частный случай инверсий. Поскольку определения используют лишь одной свойство инверсий – коммутируемость (ортогональность) это корректно. Ведь точку можно считать ортогональной к окружности, на которой она лежит. Фактически я мыслю здесь точки как «очень маленькие окружности». Такой ход мысли хотя и непривычен, все же имеет больше общего с реальностью, чем представление о точке, как о чем-то лишенном толщины, и т.п. как это принято обычно.

Аналогично тому, как через три точки всегда можно провести окружность – для трех инверсий всегда есть инверсия, ортогональная им всем. Если инверсия мнимая – она не ортогональна ни одной точке.

Прямая проективной геометрии – это просто пучок окружностей (инверсий). Раз мы считаем точки частным случае окружностей, то пара точек также должна задавать пучок. Это будет – мнимый пучок с центрами в этих точках. Точка и окружность также задают мнимый пучок, его центры: исходная точка и образ этой точки относительно данной окружности.
Дав эти определения нам нужно многое доказать, чтобы убедиться, что определенные так «точки, прямые и плоскости» ведут себя так, как мы привыкли или, как это должно быть в проективной геометрии.

1. Что пара точек «точек» задает «прямую». Это равносильно тому, что две произвольные инверсии (или точки) задают совокупность инверсий и точек, ортогональных неким двум инверсиям (или точкам) и сами эти исходные инверсии ортогональны этим «неким». 
2. Что для любых трех инверсий существует инверсия, ортогональная им. Это означает, что через любые три точки проективного пространства можно провести плоскость.

И еще ряд аналогичных утверждений нам надо доказать. Мы сделаем это во второй части статьи. Пока же мы построим наглядную пространственную модель, которая объяснит нам, в чем суть дела. Я сделаю эту модель с помощью А-отображений в пространстве. Определяются А-отображения в пространстве точно также, как А-отображения на плоскости.
Пусть S – сфера в пространстве, F – произвольная точка не лежащая на сфере, Х – произвольная точка на сфере S. проведем через X и F прямую, она пересечет S в некоей точке Y. Y и будет образом точки Х при А-отображении с центром в точке F, (а Х будет образом точки Y при этом отображении, F(F(X))=X для всех Х, т.е. F(X) – инволютивное отображение). Возможно, что прямая (Х, А) касается сферы S. В этом случае определяем F(X)=X. Разберем свойства неподвижных точек при таких отображениях. Если F  лежит внутри сферы S, то всякая прямая, проходящая через F – пересекает сферу в двух различных точках, поэтому у А-отображения с центром в F нет неподвижных точек. Если F снаружи сферы S, то неподвижные точки А-отображения с центром в F лежат на прямых, проходящих через F и касающихся S. Точки касания этих прямых и будут неподвижными точками А-отображения с центром в F. Прямые, проходящие через F и касающиеся S образуют конус (с вершиной в F), а линия касания этого конуса со сферой – окружность. (Это следует из того, что описанное построение можно повернуть на любой угол, относительно прямой, проходящей через F и центр сферы). Таким образом, мы имеем сейчас колпак, надетый на сферу.

Итак, если F – вне сферы, то неподвижные точки А-отображения с центром в F – окружность. Из определения видно, что А-отображение с центром в F в данном случае «выворачивает» сферу S относительно неподвижной окружности. Есть несколько способов показать, что А-отображения отображают окружности на сфере – в окружности и являются инверсиями (действительными, если F лежит снаружи сферы и мнимыми, если внутри). Я укажу два. Первый: точно также, как А-отображения на плоскости можно расширить до инверсий, ортогональных окружности О, так и А-отображения в пространстве можно расширить до инверсии сфер, ортогональных сфере S. второй: воспользоваться теорией поляр и полюсов в пространстве.

Полярой точки F лежащей снаружи сферы называют плоскость, в которой лежит окружность, неподвижная при А-отображении с центром в F. (Окружность касания конуса с вершиной F и сферы S). Точно также, как в плоском случае есть свойство взаимности: если точка а лежит на поляре точки В, то и точка В лежит на поляре точки А. Если четыре точки лежат на одной плоскости, то четыре их поляры – пересекаются в одной точке. Есть важная особенность теории поляр в пространстве: каждой прямой можно сопоставить прямую. Именно, пусть прямая L есть пересечение двух плоскостей А и В. Рассмотрим полюса этих плоскостей и проведем через эти две точки прямую М. Она и будет соответственной к L прямой. (или возьмем две точки на L, проведем поляры этих точек, они пересекутся по некоторой прямой, которая совпадет с построенной другим способом М).

Можно конечно доказывать свойства А-отображений не используя ни теорию инверсий в пространстве, ни теорию поляр и полюсов, а сводя дело к серии задач по стереометрии. Заметим еще, что А-отображения из-за их наглядности можно использовать для определения инверсий на сфере. Если центр А-отображения F лежит снаружи сферы, то F задает действительную инверсию, относительно окружности неподвижных точек А-отображения с центром в F, если F внутри сферы, то F задает мнимую инверсию, у которой нет неподвижных точек.
Как и в плоском случае зададимся вопросом: когда А-отображения коммутируют. И ход рассуждений и результат будут напоминать рассуждения про А-отображения на плоскости. Пусть В и С – два коммутирующих А-отображения. В(С(Х))=С(В(Х)). Пусть у отображения с центром в точке В – есть неподвижные точки, т.е. В – вне сферы S. Тогда С отображает неподвижные точки отображения В – снова в неподвижные точки отображения В. Т.к. неподвижные точки этого отображения – окружность, то центры А-отображений, отображающие эту окружность в себя обязательно лежат в той же плоскости, что и эта окружность. Эта плоскость является полярой точки В. Мы показали, что В обязательно должно лежать на ней. В теории поляр доказывается, что этого достаточно, что если С лежит на поляре В, то А отображения с центрами в этих точках коммутируют друг с другом. Геометрически коммутирование отображений с центрами в А и В означает, что для любой точки Х на сфере S пара точек Х, В(Х) под действием отображения С переходит в пару точек, лежащую на одной прямой с В. (ср. рис. 8).

Резюмируем. Если В вне S, то центры коммутирующих с В отображений лежат на поляре В. Эта поляра пересекает сферу S. Те точки, которые лежат внутри S являются центрами А-отображений, определяющих мнимые инверсии, коммутирующие с В, а точки, лежащие снаружи определяют действительные инверсии, коммутирующие с В. Если же В внутри S, то центры коммутирующих с В А-отображений также лежат на поляре В. Эта поляра не имеет с S общих точек, все точки этой поляры лежат вне S и определяют действительные инверсии, коммутирующие с В. Заметим, что поскольку в данном случае В задает мнимую инверсию, то и коммутирую с ней только действительные инверсии. Это соответствует тому, что не существует двух коммутирующих друг с другом мнимых инверсий. Наконец, если В лежит на S, то мы можем определить отображение, отображающее все точки сферы в точку В. С этим отображением коммутируют все А-отображения, центры которых лежат на плоскости, касающейся сферы S в точке В. Эта плоскость называется полярой точки В. Все точки, кроме самой точки В задают действительную инверсию, коммутирующую с отображением всей сферы в точку В.

Итак, мы показали, что центры А-отображений, коммутирующих с данным – лежат на одной плоскости в трехмерном пространстве. «Прямая» по нашему определению – совокупность А-отображений (или инверсий на сфере) коммутирующих с двумя данными. Центры А-отображений, ортогональных двум данным лежат на пересечении плоскостей, где находятся центры А-отображений, ортогональных каждому из двух данных. Поэтому «прямая» в нашем определении – изображается пересечением двух плоскостей, т.е. – прямой в трехмерном пространстве. Случай, когда плоскости или прямые параллельны друг другу – разрешается аналогично плоскому варианту.

А тот факт трехмерной проективной геометрии, что любые три плоскости пересекаются в одной точке эквивалентентен в нашей модели тому, что для любых трех окружностей есть одна, ортогональная всем трем (это будет доказано в приложении).

В завершение этой темы восполним один пробел. Я несколько раз (уже в ст. 2) свободно переходил от изучения окружностей на плоскости к изучению окружностей на сфере, но не доказывал, что это можно делать (напр., доказывая теорему о пучках). Для доказательства правомерности этого перехода я приведу отображение сферы на плоскость, при котором точки сферы перейдут в точки на плоскости, окружности перейдут в окружности и углы между окружностями – также сохраняются. Иначе говоря – установлю изоморфизм (см. конец ст. 3) между геометрией окружностей на сфере и геометрией окружностей на плоскости. Это отображение называют стереометрической проекцией.

Пусть сфера S лежит на плоскости А и Р – наиболее удаленная от А точка сферы. (S касается А в точке под Р). Спроецируем сферу S на плоскость А при этом центр проекции поместим в Р. При этой проекции образом точки Х на сфере будет точка пересечения прямой (Р, Х) с плоскостью А. при этой проекции в каждую точку плоскости отображается одна точка сферы, но у точки Р, центра проекции нет образа. Тогда плоскость А пополняют «бесконечно удаленной точкой» (той самой, куда при инверсии переходят центр окружности) и говорят, что эта бесконечно удаленная точка и будет образом точки Р. Доказательство, что при этой проекции окружности переходят в окружности и углы между окружностями сохраняются – я здесь приводить не буду, ради экономии места. Его можно найти, например в книге Гильберта «Наглядная геометрия».
Приложение. Основные свойства пучков окружностей.
Здесь будут кратко и по возможности полно перечислены основные свойства пучков и доказаны утверждения о пучках, важные для первой части этой статьи. Некоторые части статьи будут повторять уже изложенное в ст. 2.
Пучки можно определить, как семейство окружностей, «однородных» с двумя данными. Если две данные окружности А и В пересекаются, то это – семейство окружностей, проходящих через их точки пересечения. Такое семейство называется действительным пучком окружностей.

Рисунок 12.

(Окружности А и В, пересекающиеся в двух точках, несколько окружностей, проходящих через обе точки их пересечения).

Точки пересечения А и В называются центрами пучка.

Если две окружности А и В касаются друг друга, то они задают пучок окружностей, касающихся их и друг друга. Этот пучок называют «касающимся» пучком.

Рисунок 13.

(Окружности А и В, касающиеся друг друга в точке Р, другие окружности, касающиеся их в точке Р)

Точку касания А и В называют центром пучка.

Если две окружности А и В не имеют общих точек, то они определяют мнимый пучок. Он определяется сложнее. Найдем пару точек Р и Q такую, что A(P)=Q, B(P)=Q. Всякая окружность Х, такая, что Х(Р)=Q лежит в пучке, определенном Р и Q, Иными словами, все окружности мнимого пучка одинаково действуют на какую-то пару точек Р и Q. В этот пучок входят и мнимые инверсии, меняющие точки Р и Q местами.

Рисунок 14.

(Точки Р и Q и несколько меняющих их местами окружностей)

Ортогональность и пучки.
Также пучки окружностей можно определять используя свойство ортогональности. в основе определения лежит следующий факт: если окружность ортогональная каким-то двум окружностям из одного пучка, то она ортогональна всем окружностям из этого пучка. Благодаря этому произвольный пучок окружностей можно определить как совокупность окружностей, ортогональных двум данным А и В. Если А и В пересекаются, им ортогонален мнимый пучок. Если А и В касаются, им ортогонален касающийся пучок. Если А и В не имеют общих точек, им ортогонален действительный пучок.

 Свойства пучков можно изучать, пользуясь инверсией в одном из центров изучаемого пучка. При этой инверсии этот центр пучка перейдет в бесконечно удаленную точку. Действительный пучок при инверсии перейдет в пучок прямых, проходящих через одну точку (эта точка будет образом второго центра пучка при этой инверсии).
Рисунок 15.

(набор прямых, пересекающихся в одной точке)

Касающийся пучок перейдет в пучок параллельных прямых.

Рисунок 16.

(несколько параллельных прямых)

Мнимый пучок перейдет в семейство концентрических окружностей. Их общий центр – образ второго центра пучка при рассматриваемой инверсии.

Рисунок 17.

(набор концентрических окружностей)

В этот пучок входят и мнимые инверсии. Это инверсии относительно этих концентрических окружностей, в композиции с симметрией относительно центра окружностей.

 Пользуясь приведенными рисунками  легко доказать, что для любых трех инверсий А, В, С из одного пучка А*В*С – снова инверсия из этого пучка. 

Если все окружности одного пучка ортогональны всем окружностям второго – эти пучки называются двойственными. Совместное изображение двойственный пучков напоминает  своеобразную сетку координат или силовые линии.

Центры окружностей, лежащих в одном пучке, расположены на одной прямой (или совпадают, если эти окружности концентрические). В действительном пучке центры входящих в него окружностей лежат на прямой, равноудаленной от центров пучка (точек пересечения окружностей). В касающемся пучке центры окружностей лежат на прямой, ортогональной их общей касательной и проходящей через общую точку касания. В мнимом пучке центры окружностей лежат на прямой, проходящей через центры пучка. Причем точки, лежащие между центрами пучка – являются центрами мнимых инверсий этого пучка.

При моделировании проективной геометрии нам понадобилось рассматривать точки, как частный случай окружностей. Тогда мы считаем, что пара точек задает мнимый пучок с центрами в этих точках, точка Р и окружность А задают мнимый пучок с центрами Р и А(Р). Если Р лежит на А, то они задают не мнимый, а касающийся пучок окружностей, касающихся А в точке Р).
Мы считаем все окружности, проходящие через данную точку – ортогональными ей. в этом случае мы можем определить пучок окружностей, ортогональный двум точкам – это пучок проходящих через них окружностей. Пучок, ортогональный точке Р и окружности А – это пучок окружностей, проходящих через Р и ортогональных А. Это равносильно тому, что окружности проходят через А и А(Р).

В первой части мы утверждали, что для любых трех инверсий (или точек), существует инверсия, коммутирующая (ортогональная) им. Докажем это. Разберем сперва случай, когда среди трех данных инверсий (точек) есть точки. Трем точкам ортогональна окружность, проходящая через них. Паре точек Р и Q и инверсии А ортогональна окружность, проходящая через Р, Q, A(P) и А(Q). Точке Р и инверсиям А и В ортогональна окружность, проходящая через Р, А(Р), В(Р). Пусть теперь А, В, с – инверсии, действительные или мнимые. Покажем, что существует инверсия (действительная или мнимая), коммутирующая с ними всеми или – эти окружности пересекаются в одной точке. В этом случае мы говорим, что эта точка и ортогональна им всем.
Три инверсии А, В, С образуют три пучка (А, В), (В, С), (А, С). Если среди них есть хоть один мнимый пучок, то проведем окружность через центры этого пучка и ортогональную третьей инверсии. Она и даст искомую инверсию. Если среди этих пучков нет мнимых, значит все инверсии А, В, С, – действительны (т.к. мнимые инверсии входят только в мнимые пучки), и все неподвижные окружности этих инверсий имеют общие точки (пересекаются или касаются). А этот случай мы уже рассматривали (ст. 2, теорема о пучках и построение инверсии по образам двух точек или по тройке пересекающихся окружностей).

Пучки, тождество (А*В*С)2=e и непрерывность.
Заметим еще одно свойство пучков. Пусть у нас есть две произвольные окружности А и В. Тогда А(В) и В(А) – лежат в пучке, образованном А и В. Также и биссектрисы между А и В лежат в этом пучке. Таким образом, зная две окружности пучка, мы можем получить множество других окружностей с помощью инверсии, их композиций и проведения биссектрис. Рассмотрим подробней композицию инверсий: А, В, А(В), В(А), В(А(В), А(В(А)), В(А(В(А))),…
Удобно выделить два преобразования f1=А*В и f2=В*А (легко видеть, что они взаимнообратные, их композиция – тождественное движение: f1*f2=(А*В)*(В*А)=А*(В*В)*А=е т.к. А и В – инволютивны, А*А=В*В=е) и рассмотреть последовательные действия: 

f1(A), f1(f1(A)),… f1k(A)…

f2(B), f2(f2(B)),… f2k(B)…

Мы видим, что если пучок мнимый (А и В не имеют общих точек), то результаты этих композиций будут стягиваться к центрам пучка. В первом ряде к одному, во втором – к другому. f1 «тащит» окружность (и все точки плоскости) в одном направлении, f2 – в противоположном.

Если пучок (А, В) – касающийся, то оба ряда будут стягиваться к единственному центру пучка (но и «вытягиваться» оттуда), но стягиваться по разным направлениям. Если (А, В) – действительный пучок, то окружности будут «поворачиваться), возможно при каком-нибудь К f1k(A)=A, f2k(В)=В (все вернется на свои места, как при вращении прямых). Если А и В очень близки друг к другу, то f1=А*В и f2=В*А оба изменяют все не очень сильно. Тогда f1(A) близко к А, последовательно применяя f1 к А мы будем иметь плавное изменение окружности А. Если же будем применять f2 к А, то получим плавное изменение А «в другую сторону». Мы можем мыслить пучок окружностей, как результат плавного изменения окружностей. Особенно наглядно это в случае мнимого пучка: окружность постепенно разрастается из одного центра пучка, дорастает до прямой и сжимается во втором центре пучка.

Вернемся к тождеству (А*В*С)2=е, оно утверждает, что композиция трех инверсий из одного пучка – инволютивна. На самом же деле – не только инволютивна, но и есть инверсия относительно окружности из этого пучка. Если С можно получить применяя инверсии А и В (как мы проделывали ранее), то требуемое нетрудно показать алгебраически. Более того, если с помощью неких окружностей P и Q можно композициями инверсий относительно их самих можно выразить А, В, С, то опять-таки требуемое получается очень просто. (Мы рассмотрим это в ст. 5). Но это можно сделать не всегда, подобно тому, как существуют несоизмеримые длины. Но, подобрав Р и Q достаточно близко друг к другу, мы сможем с помощью инверсий выразить произвольные окружности пучка, в котором лежат Р и Q – сколь угодно точно. Далее, с помощью стандартного предельного перехода можно видеть, что (А*В*С)2=е, раз А, В, С сколь угодно близки к инверсиям, для которых это тождество имеет место.

В этой статье мы не первый раз говорим о предельных переходах. Докажем по-новому, с помощью такого перехода, уже хорошо известный нам факт геометрии окружности. Доказательство интересно тем, что синтезирует в себе важные топологические и алгебраические идеи. Пусть есть две не имеющие общих точек окружности А и В. Докажем, что всякая окружность, ортогональная им – проходит через центры пучка (А, В). Доказательство:
Пусть С – ортогональная им окружность. Тогда С ортогональна и А(В) и В(А(В)) и т.п. все окружностям из описанного выше ряда, т.к. инверсии относительно А и В оставляют С на месте и сохраняют ортогональность окружностей. Все ортогональные окружности – пересекаются. Значит С пересекается со всеми окружностями типа А(В), В(А(В)), А(В(А))… Но эти окружности стягиваются сколь угодно близко к центрам пучка. Если С не проходит через какой-то центр пучка, то какая-то окружность указанного ряда будет ближе к центру пучка, чем С и поэтому – не пересечется с С. Но это невозможно, т.к. все эти окружности – ортогональны С. Поэтому С проходит через оба центра пучка. Что и требовалось доказать.

В окончание статьи докажем, что тождество (А*В*С)2=е выполняется только в двух случаях.

1. А. В, С – в одном пучке.

2. Все А, В, С – ортогональны друг другу.

Для этого нам понадобится простая лемма (докажите ее самостоятельно): если композиция каких-то двух инверсий Р и Q переводит в себя какую-то пару точек (т.е. либо меняет местами две точки, либо оставляет обе неподвижными), то эта пара точек является центрами пучка, образованного инверсиями Р и Q.
Теперь мы докажем, что если (А*В*С)2=е, то А переводит в себя центры пучка, образованного В и С. Подсчитаем композицию А(В(С(А(В(С(Х)))))) если Х – один из центров пучка (В, С). А(В(С(центры пучка (В, С))))=А(центры пучка (В, С))  (т.к. В и С переводят в себя центры образованного ими пучка). Применим еще раз А*В*С: А(В(С(А(центры пучка (В, С))))=(центры пучка (В, С)) т.к. по предположению А*В*С примененное дважды возвращает все точки на свои места, в том числе и центры пучка (В, С). Применим инверсию А к левой и правой части, получим В(С(А(центры пучка (В, С)))=А(центры пучка (В, С)). Значит В*С переводит пару точек А(центры пучка (В, С)) в ту же пару точек. По лемме отсюда следует, что А(центры пучка (В, С))=(центры пучка (В, С)). Это и означает, что  А переводит центры пучка (В, С) в себя. Разобрав все варианты видим, что это означает, что либо А лежит в пучке (В, С) или А ортогональна В и С. В первом случае мы имеем требуемое, это случай 1. Во втором случае – А коммутирует с В и С. Воспользуемся этим: (А*В*С)2=А*В*С*А*В*С=В*С*А*А*В*С=В*С*В*С=е (сначала мы воспользовались, что А коммутирует с В и С, затем, что А*А=е). Но В*С*В*С=е равносильно тому, В*С=С*В (домножив обе части на С*В). Это и означает, что В и С коммутируют между собой или ортогональны. что и требовалось.
Случай, когда В и С касаются – предлагаю разобрать самостоятельно.

Статья 5.
Исчисление симметрий.
Краткое содержание статьи.

Статья начинается с несколько абстрактных рассуждений, которые помогут нам изучать композиции симметрий. Затем изучаются композиции симметрий относительно прямых на плоскости и доказывается, что любая такая композиция есть или поворот или параллельный перенос или композиция симметрий относительно точки и прямой.
Перед тем, как изучать композицию инверсий относительно окружности определяется «абстрактная группа движений». Далее изучается, в каких случаях композицию четырех инверсий можно свести к композиции двух инверсий и доказывается, что композиция любого числа инверсий сводится к композиции четырех инверсий (действительных или мнимых).

Затем кратко изучаются некоторые свойства симметрий в евклидовом пространстве. В конце статьи изучается и определяется симметрия относительно двух ортогональных окружностей (биплетная симметрия),  демонстрируется ее сходство с симметриями в пространстве и ее связь с гармоническим отношением.

Все перечисленные темы так, чтобы показать единство методов и идей и применение важных понятий теории групп.

Сопряженные движения.
Я начну с несколько абстрактного рассуждения. Впрочем, одна из целей этой статьи – показать, что кажущиеся абстрактными рассуждения и символическая запись помогают понять геометрию. 
До сих пор не обращали внимания на различие между инверсией и той окружностью, относительно которой она проводится, между прямой и симметрией относительно этой прямой. Обозначали их одним и тем же символом, одной и той же буквой. Из контекста становилось ясно – о чем речь. Между тем это – совершенно разные вещи. Для нас важно, что симметрия относительно прямой или окружности однозначно задается указанием этой прямой или окружности. Иначе говоря, эти симметрии однозначно задаются множеством своих неподвижных точек.

Пусть у нас есть две окружности А и В (или прямые, если мы изучаем не геометрию окружностей, а геометрию обычной, евклидовой плоскости). мы можем рассмотреть композицию этих симметрий А*В. Это – новое движение плоскости. Оно уже не будет симметрией (в общем случае). Но, поскольку симметрии относительно А и В оставляет неизменными какие-то свойства фигур, то и их композиция не изменит эти свойства. Мы можем рассмотреть также А(В) и В(А). Это – уже не будут движения. Это будут фигуры (в нашем случае – окружности или прямые). А(В) – результат действия симметрии относительно А на В, иначе говоря симметричная с В относительно А окружность. Эта окружность – сама задает некоторую симметрию. Можно ли выразить инверсию, которую задает А(В) через композицию инверсий относительно А и В? Если можно, то как?

Обозначим А(В)=С. С задает некоторую новую симметрию. что значит «две симметрии совпадают»? Или, более общий вопрос: «два движения, например С и С1 совпадают?». Это означает, что они одинаково действуют на все точки плоскости, т.е. для всех точек плоскости С(Х)=С1(Х). Рассмотрим сначала случай, когда А и В – прямые.

Рисунок 1.

(Прямые А и В, симметричная с В относительно А прямая С=А(В). Точка Х, симметричная с ней относительно А точка А(Х), симметричная с Х относительно С точка С(Х), симметричная А(Х) относительно В точка В(А(Х)))

Мы хотим выразить С(Х), осуществляя симметрии относительно А и В. Симметрия относительно А переведет А(В)=С снова в В, а пару точек Х и С(Х), симметричную относительно С=А(В) в пару точек, симметричную относительно А(А(В))=В (последнее т.к. симметрия сохраняет углы и расстояния, если фигуры симметричны относительно некоторой прямой М, то их образы при симметрии относительно любой прямой L  – симметричны относительно L(М)).

Поэтому А(В(А(Х)))= С(Х). (А переводит пару точек А(Х), В(А(Х)) симметричных относительно В в пару точек, симметричных относительно А(В)=С, А(А(Х))=Х, А(В(А(Х)). Что и требовалось. Мы выразили С(Х) через композиции А и В: С=А*В*А. Заметим, что раз А инволютивно А*А=е или А-1=А (обратное к А движение совпадает с А). Поэтому мы можем записать С=А*В*А-1.

Усложним нашу задачу. Пусть теперь А – не симметрия относительно прямой, а – произвольное движение плоскости, произвольная композиция симметрий. А как-то действует на прямую В. Пусть А(В)=С, где С – некоторая другая прямая. Поэтому С задает некую симметрию. Как выразить эту симметрию с помощью композиции А и симметрии относительно В?

Ответ будет тем же самым: С=А*В*А-1. Докажем. Пусть Х – произвольная точка. Пара точек Х, С(Х) – симметрична относительно прямой С. Рассмотрим пару точек А-1(X), A-1(C(X)). Она будет симметрична относительно А-1(C)=A-1(A(B))=В. Поэтому В(А-1(x))=A-1(C(X)). Подействуем на обе части равенства движением А, получим: А(В(А-1(Х)))=С(Х). Что и требовалось.

Применим наши выкладки к простейшему случаю: когда прямая В действует сама на себя. В(В)=В, В*В*В-1=В как и должно быть.

Мы рассмотрели случай, когда А и В прямые. Если это окружности, то все рассуждения сохраняют силу. 

Рисунок 2.

(Две окружности А и В – удобней нарисовать непересекающиеся окружности – окружность С=А(В), точки Х, С(Х), А(Х), В(А(Х)))

Ведь инверсии относительно окружностей также переводят точки, симметричные относительно окружности, в точки, симметричные относительно образа этой окружности при инверсии. Просто рисунки симметрий относительно прямых – более наглядны, поэтому я с них и начал эту тему.

Теперь дадим определение сопряженных движений. Пусть А и В два движения (не обязательно симметрии). Движение А*В*А-1  называется сопряженным с В движением. Только что мы видели роль сопряженных движений для частного случая, когда В – симметрия относительно прямой или инверсия.

Композиция симметрий на плоскости.
Прежде, чем исследовать  композицию инверсий, рассмотрим композицию симметрий относительно прямых на плоскости. Напомним сказанное в ст.2:
1. Если прямые А и В пересекаются, то композиция симметрий относительно них – поворот на удвоенный угол между ними. Центр поворота – точка пересечения А и В.
2. Если прямые А и В параллельны, то композиция симметрий относительно них – параллельный перенос на удвоенное расстояние между ними, в направлении, перпендикулярном этим прямым. (Напоминает поворот с центром в очень далекой точке).

Сделаем несколько простых наблюдений относительно точечных симметрий. Симметрия относительно какой-либо точки Т – есть результат композиции симметрий относительно двух перпендикулярных прямых А и В, пересекающихся в этой точке.

Рисунок 3.

(Две перпендикулярные прямые А и В, точка их пересечения Т, точки Х, А(Х), В(А(Х))=Т(Х))

В*А=А*В=Т

Композиция двух точечных симметрий относительно двух произвольных точек Р и Q, как было показано в ст. 2 это параллельный перенос на удвоенный вектор с концами в Р и Q (начало вектора в центре первой симметрии, конец – в центре второй). Заметим, что все параллельные переносы коммутируют между собой. Поэтому мы можем записать тождество для точечных симметрий: пусть есть четыре произвольные точки P, Q, S, T. Тогда: P*Q*S*T=S*T*P*Q, ведь P*Q и S*T – а переносы можно переставлять!
Заметим еще, что симметрия относительно прямой и симметрия относительно точки коммутируют тогда и только тогда, когда точка лежит на этой прямой. В этом случае результат композиции – симметрия относительно перпендикуляра к исходной прямой в данной точке. Это можно вывести из рис.3. А*В=Т, следовательно А=Т*В. Заметим еще, что если две симметрии (не важно, относительно точки или прямой) коммутируют, то их композиция – инволютивна. Пусть H и F  – две произвольные коммутирующие симметрии. Обозначим H*F=F*H за G. G*G=H*F*H*F=H*F*F*H (коммутативность)= Н*Н=е (тождественное движение). Что и требовалось, G*G=e иначе говоря, G – инволютивна. Верно и обратное – если композиция двух симметрий инволютивна, то исходная пара симметрий коммутирует между собой, оставляю это для самостоятельного доказательства.
Композиция симметрий относительно четырех прямых.
Теперь покажем, что композиция симметрий относительно любых четырех прямых А, В, С, D равна композиции симметрий относительно каких-то двух прямых (то есть всегда есть поворот или параллельный перенос).
Обозначим композицию симметрий относительно А, В, С, D как H. H=D*C*B*A. «Вставим» в запись H симметрию относительно некоей прямой F: H=D*C*B*A=D*C*(F*F)*B*A=(D*C*F)*(F*B*A). Эти равенства выполняются, какой бы F ни была, они просто следуют из того, что мы можем как угодно расставлять скобки, выполняя композицию, иначе говоря из ассоциативности. Если D*C*F и F*B*A – обе являются симметриями относительно неких прямых, то мы получим требуемое. Поэтому для доказательства нам достаточно найти такую F, что обе указанные композиции из трех симметрий стали бы равны симметрии относительно прямой. В ст.2 мы уже говорили о «пучках прямых». Рассмотрим прямую, соединяющую пучки (D, C) и (В, А) – она и будет искомой F. Для тех, кто не обратил внимание на это место ст. 2, поясню. Пусть прямые В, А пересекаются в точке Р, а прямые D, C – в точке Q. проведем через эти точки прямую F. Тогда А, В, F – все проходят через Р и по доказанному ранее в ст.2 F*B*A – симметрия относительно некоей прямой L, проходящей через Р, а D*C*F – симметрия относительно некоей прямой М, проходящей через Q. Итак, в этом случае: D*C*B*A=(D*C*F)*(F*B*A)=М*L где М и L – прямые. Что и требовалось доказать.
Рисунок 4.

(прямые А, В, пересекающиеся в точке Р, прямые С, D, пересекающиеся в точке Q, прямая F, проходящая через Р и Q, прямые L и М. угол между L и F равен углу между А и В, угол между F и М равен углу между С и D).

Пусть теперь прямые А и В не пересекаются, а параллельны. Выберем из это пучка параллельных прямых прямую, проходящую через Q, точку пересечения прямых C и D.

Рисунок 5

(параллельные прямые А и В, прямые С и D, и прямая F, проходящая через их точку пересечения)

Прямая F и будет искомой

Если же С и D тоже не пересекаются, то В*А – параллельный перенос, С*D – параллельный перенос, поэтому (D*C)*(B*A) – композиция двух параллельных переносов, а композиция двух переносов – всегда снова параллельный перенос. А всякий параллельный перенос – представим композицией двух осесимметрий.

Мы можем пояснить рисунок 4 и само доказательство более геометрично: раз композиция В*А поворот с центром в точке пересечения В и А, то, если угол между В1 и А1 равен углу между В и А (и в том же направлении), и В1 и А1 пересекаются в той же точке Р, что В и А, то В*А=В1*А1. Это означает, что мы можем поворачивать В и А относительно Р, и при этом композиция симметрий относительно этих прямых меняться не будет. Повернем так, чтобы В проходила через Q, точку пересечения С и D. Аналогично повернем прямые С и D так, что С заняла место этой прямой. В результате в выражении D*C*B*A два средних члена сократятся, т.к. С и В повернуты до одной и той же прямой.
Итак, доказано, что композицию четырех осесимметрий можно свести к двум осесимметриям. Отсюда следует, что композицию любого числа осесимметрий можно свести не более чем к трем осесимметриям. В самом деле, пусть есть пять осесимметрий и их композиция: А*В*С*D*E= Н. Композиция первых четырех сводится к двум. Значит Н=L*M*E где L*M=А*В*С*D, что и требовалось. аналогично поступим и для композиции большего числа осесимметрий.

Композиция симметрий относительно трех прямых.
Рассмотрим теперь композицию трех осесимметрий С*В*А=Н

Рисунок 6.

(прямые С и В пересекающиеся в точке Р, прямая А, перпендикуляр из точки Р на А)

Покажем, что Н можно свести к композиции симметрий относительно точки и прямой. Доказательство аналогично проведенному на рис. 4. Мы будем поворачивать прямые С и В до тех пор, пока прямая В не будет перпендикулярна прямой А (т.е. не совпадет с перпендикуляром, опущнным из Р на А). Или, иными словами – найдем прямую L из пучка прямых (В, С) перпендикулярную А. Н=С*В*А=С*В*L*L*A=(C*B*L)*(L*A). Левая скобка – это симметрия относительно прямой, проходящей через Р, а правая скобка – симметрия относительно точки пересечения L и А.
Если С и В параллельны, то доказательство не проходит, т.к. среди прямых параллельных С и В нет прямой, перпендикулярной А (или все перпендикулярны ей). Тогда мы будем поворачивать прямые А и В относительно их точки пересечения Q. До тех пор, пока В станет перпендикулярна С. Или вставим прямую M: H=C*B*A=(C*M)*(M*B*A) так, что М перпендикулярна С и проходит через Q, тем самым Н опять сведено к композиции симметрии относительно точки и прямой. Если А и В – также параллельны, то все три прямые А, В, С – параллельны между собой и С*В*А – осесимметрия, как и в том случае, если А, В, С – все проходят через одну точку. Что и требовалось.

Итак, композиция трех осесимметрий сводится к композиции симметрии относительно точки и прямой. Изучим эту композицию. Обозначим точку, относительно которой проводится симметрия – А, прямую, относительно которой осуществляется симметрия – L.
Рисунок 7.

(Прямая  L, точка А, прямая М, проходящая через А и перпендикулярная L. Точки Х, А(Х), L(A(X)) и В – точка пересечения М и L).

Мы видим, что все точки на М сдвигают под действием А*L на удвоенное расстояние от А до L. Прочие точки – также сдвигаются на это расстояние в направлении по М (от А к L) и симметрично отражаются относительно М. Т.е. Н=А*L есть композиция переноса на удвоенный вектор с началом в А и концом в В и симметрии относительно М. Это можно получить и на основании формального преобразования: L=B*M, H=A*L=A*(B*M)=(A*B)*M. В скобке стоит перенос (композиция двух точечных симметрий), а затем выполняется осесимметрия, как и было сказано.

Докажем сейчас хитроумное тождество про три произвольные осесимметрии: А, В, С. Именно: (А*В*С)2*(В*С*А)2=(В*С*А)2*(A*B*C)2. Доказательство: для любых осесимметрий (А*В*С)2 – параллельный перенос (предлагаю доказать самостоятельно, используя проведенные выше рассуждения). Значит перенос (А*В*С)2 коммутирует с (В*С*А)2. Что и требовалось.

Заметим, что в ходе рассмотрений композиций четырех и трех осесимметрий мы доказали, что любую композицию осесимметрий можно свести к композиции двух симметрий (относительно прямых или точек, или эта композиция – сама есть симметрия. Иными словами: группа движений плоскости биинволютивна. (Т.е. представима композицией не более чем двух инволютивных элементов).
Определение абстрактной группы движений.
Пусть у нас есть множество отображений (функций, движений) которые действуют на совокупность объектов. Неважно, каких объектов: точек, прямых, окружностей, чисел. Если:
1. Для любого отображения F существует обратное ему отображение Н, такое, что F(H(X))=X для всех объектов Х. (Н обозначают F-1).

2. Если два отображения А и В входят в это множество, то и их композиция А*В=С входит в это множество.

3. Существует отображение Е, такое, что Е(Х)=Х для всех Х. (мы можем ничего не делать. Это «ничего-не-деланье», «нуль» – называется тождественным движением).

То эта совокупность отображений называется группой отображений (движений). Заметим, что из пунктов 1 и 2 можно вывести п.3 (Композиция отображения и обратного ему как раз дает тождественное движение). Заметим еще свойство ассоциативности отображений А*(В*С)=(А*В)*С, означающее, что мы модем как угодно раскрывать скобки. Это свойство присуще всем отображениям, мы им активно пользовались, изучая геометрию окружности, а вот коммутативность обычно выполняется только в исключительных случаях.

То, чем мы занимались в этой статье можно назвать «изучением группы отображений плоскости». Но не произвольных отображений, а таких, которые сохраняют расстояния между точками, углы между прямыми и т.п. Такие отображения называют движениями плоскости. Теперь же мы будем изучать группу преобразований плоскости, порожденную инверсиями.

Композиция пяти инверсий.

В этом разделе мы покажем, что композицию относительно пяти инверсий можно свести к композиции трех инверсий (соответственно композицию шести инверсий можно свести к композиции четырех инверсий). Наши рассуждения будут в большой степени аналогичны рассуждению о рис. 4. пусть у нас есть композиция пяти инверсий H=A*B*C*D*E. Мы возьмем инверсии (окружности) D и Е и будем поворачивать их так, чтобы D*E оставалось неизменным, а D приняло такое положение, что композиция A*B*C*D стала «удобной», сводимой к двум инверсиям. Или «вставим в запись H=A*B*C*D*E инверсию F: H=(A*B*C*F)*(F*D*E) так, что левая скобка сведется к двум инверсиям, а правая – к одной. Чтобы выяснить, как подобрать такое F, определим, когда композиция четырех инверсий A*B*C*D сводима к композиции двух инверсий.
Пара инверсий А и В задает некоторый пучок (или, пользуясь ст. 4 – прямую в проективном пространстве). Пара инверсий С и D – другой пучок. (Другую прямую в проективном пространстве). Если эти пучки соединимы (прямые в проективном пространстве пересекаются), то есть найдется инверсия I, лежащая в них обоих, то инверсию I мы и вставим в композицию A*B*C*D. A*B*C*D=А*В*(I*I)*C*D= (А*В*I)*(I*C*D). Т.к. все три инверсии в левой скобке – лежат в одном пучке, значит левая скобка – инверсия (действительная или мнимая). Так же и правая скобка. (ср. с рис. 4). Заметим, что если пучки (А, В) и (С, D) – оба действительны, то их соединимость означает просто, что точки пересечения А и В лежат на одной окружности с точками пересечения С и D.
Теперь рассмотрим композицию пяти инверсий H=A*B*C*D*E. чтобы свести ее к трем инверсиям, достаточно найти инверсию F, такую, что F лежит в пучке (D, E) и (А, В) и (С, F) – соединимы. В этом случае H=(A*B*C*F)*(F*D*E) сведется к композиции трех инверсий: левая скобка даст, как было показано, две, а правая скобка – одну инверсию. пользуясь моделью ст. 4 это делается совсем наглядно: инверсии А, В, С – точки в проективном пространстве, они лежат в некоторой плоскости. Найдем пересечение этой плоскости с прямой проективного пространства, проходящей через D и Е. Полученная точка F и определяет эту инверсию. Можно обойтись и без модели ст. 4. Но  понадобится та часть ст. 4 где говорится о свойтсвах пучков и доказывается, что для любых трех инверсий – есть коммутирующая со всеми ними инверсия (если это не окружности, пересекающиеся в одной точке). Найдем удобный критерий того, что пара пучков соединима.

Как показывалось в ст. 2 или в ст. 4, если инверсия коммутирует с какими-то двумя инверсиями, то она коммутирует и со всеми инверсиями из пучка, порожденного ими. Итак, пусть пучки (А, В) и (С, D) соединимы. покажем, что есть инверсия, коммутирующая со всеми четыремя инверсиями А, В, С, D. Пусть F  соединяет эти пучки. Тогда пучок (А, F) совпадает с пучком (А, В), пучок (С, F) с пучком (С, D). Для трех инверсий А, С, F существует инверсия, коммутирующая с ними. Обозначим ее I. I коммутирует с А и F, значит I коммутирует и с В, т.к В лежит в пучке (А, F), аналогично I коммутирует и с D, т.к. I коммутирует с С и F, а D лежит в пучке (C, F). Что и требовалось.

Докажем теперь обратное утверждение: если для инверсий А, В, С, D существует инверсия I коммутирующая со всеми ними, то пучки (А, В) и (C, D) – соединимы (здесь полезно вспомнить разные доказательства теоремы о пучках ст. 2 или вернуться к модели ст. 4. в этом случае А, В, С, D будут изображаться точками на одной плоскости и соединяющая их инверсия изобразится точкой пересечения прямых (А, В) и (С, D)). А сейчас мы докажем требуемое с помощью определения пучка через коммутирующие инверсии.

Пучок (А, В) задается парой инверсий, коммутирующих с А и В. Пусть одна из эти инверсий – I, коммутирующая с А, В, С, D (по условию, она существует)., вторая – H. Пучок (С, D) задается парой инверсий, коммутирующих с С  и D, пусть опять-таки одна из них I, коммутирующая с А, В, С, D, а вторая G. Мы имеем три инверсии I, H, G. Существует инверсия F, коммутирующая со всеми ними. Она и будет соединять пучки (А, В) и (С, D). В самом деле, F коммутирует с I и H и потому лежит в пучке (А, В). F коммутирует с I и G  и потому лежит в пучке (C, D). что и требовалось. Предоставляю читателю самостоятельно разобрать случай, когда I, H, G – пересекаются в одной точке. 
Итак, мы доказали, что композицию четырех инверсий можно свести к двум в том случае, когда есть инверсия коммутирующая со всеми исходными четыремя инверсиями. Вернемся к нашей исходной композиции пяти инверсий: H=A*B*C*D*E. Пусть инверсия I коммутирует с А, В, С. В пучке (D, E) найдется инверсия F ортогональная (коммутирующая) I. Опять таки, проще всего это доказать, определив пучок (D, E) через пару инверсий, с которыми коммутируют все инверсии пучка (D, E). Искомая инверсия должна коммутировать с этой парой и I. Поскольку всегда есть инверсия, коммутирующая с тремя данными – такая инверсия F существует. Что и требовалось (опять-таки, предлагаю самостоятельно проанализировать случай, когда рассматриваемые окружности пересекаются в одной точке).
Теперь мы применим ставшее уже стандартным рассуждение: H=A*B*C*D*E= (A*B*C*F)*(F*D*E), где F – окружность, существование которой мы только что доказали. Т.к. I коммутирует с А, В, С, F то левая скобка сводится к двум инверсиям: (А, В) и (С, F) – соединимы. Правая скобка состоит из трех инверсий одного пучка, поэтому сводится к одной инверсии. Все выражение потому сводится к 2+1=3 инверсиям, что и требовалось. Отсюда, разумеется, следует, что композиция шести инверсий сводится к композиции четырех инверсий (композиция первых пяти, по доказанному, сводится к трем и обавляется еще одна, последняя инверсия, всего получается – четыре инверсии).

Немного о симметриях в пространстве.
В этой статье я чередую изложение геометрии окружности с евклидовой планиметрией и стереометрией, чтобы наглядно продемонстрировать единство методов изучения этих разных случаев. Кроме того, факты геометрии окружности подсказывают идеи для стереометрии и наоборот.
В евклидовом пространстве мы имеем симметрии:

1. Относительно точки.

2. Относительно прямой

3. Относительно плоскости.

Сделаем простые наблюдения:

Симметрии, задаваемые перпендикулярным плосокостями – коммутируют. Их композиция – симметрия относительно прямой, по которой эти плоскости пересекаются.. Верно и обратное: если симметрии относительно плоскостей коммутируют – они перпендикулярны.. Если три плоскости А, В, С все перпендикулярны между собой, то они все коммутируют между собой а композиция А*В*С=Т, где Т – симметрия относительно их точки пересечения. Если две прямые перпендикулярны, то композоиция симметрий относительно них – симметрия относительно прямой, проходящей через точку их пересечения и ортогоналной обеим исходным. Если прямые А, В, С все перепендикулярны друг другу (оси координат), то композиция трех симметрий относительно них – тождественное движение: А*В*С=е 
Мы видели, что композицией трех симметрий относительно плоскостей – можно получить точечную и осесимметрии. А вот с помощью композиций осесимметрий нельзя получить ни симметрию относительно точки, ни симметрию относительно плоскости. Дело в том, что симметрии относительно точки или плоскости – меняют ориентацию фигуры, а симметрии относительно прямых–нет. Композиция двух точечных симметрий – параллельный перенос пространства, композиция двух симметрий относительно плоскостей – поворот на удвоенный угол между ними, вокруг прямой их пересечения (а если плоскости не  пересекаются, то – параллельный перенос).

Композиция двух симметрий относительно прямых устроена сложнее. Это – винтовое движение. Оно состоит из поворота относительно некоторой оси и параллельного переноса вдоль этой оси. Если две прямые пересекаются в одной точке, то композиция будет только поворотом, а если они параллельны – только параллельным переносом. Методом, очень похожим на доказательство аналогичного факта для геометрии окружности можно доказать, что композиция 5 симметрий относительно плоскостей есть композиция трех симметрий относительно каких-то других плоскостей. Докажем, что композиция трех осесимметрий сводится к композиции относительно двух других осесимметрий. Отсюда будет следовать, что композиция двух винтовых движений – снова винтовое движение.

1. Для любых двух прямых А и В есть прямая С, перпендикулярная им обеим. (Это – хорошо известный факт стереометрии. Я привожу здесь его доказательство потому, что оно очень изящно использует идеи непрерывности). Пусть на прямой А перемещается точка Р, а на прямой В – точка Q. Будем измерять расстояние |P, Q|. Очевидно – это расстояние может быть сколько угодно большим. Но оно не может быть сколь угодно малы, оно никак не может быть меньше нуля. По известной теореме о непрерывности – при каких-то Р и Q это расстояние достигает минимума. Проведем через эти точки прямую (P, Q). Она и будет искомой! Потому что перпендикуляр из точки Р на прямую В реализует кратчайшее расстояние от Р до В. Если же минимум |P, Q|=0, то Р=Q, значит А и В – пересекаются и поэтому лежат в одной плоскости. Искомая прямая -- проходит через точку их пересечения и ортогональна плоскости, в которой они лежат (и, разумеется А и В).

2. Если для прямых А, В, С существует перпендикулярная им всем прямая Н, то А*В*С – инволютивно и есть осесимметрия относительно некоей прямой D, также перпендикулярной Н. Доказательство аналогично плоскому случаю трех прямых, пересекающихся в одной точке. Пусть D – некоторая осесимметрия. Равенство А*В*С=D равносильно А*B=D*C. Выберем D на таком же расстоянии от С, как А от В и образующую с С такой же угол и в том же направлении как угол между А и В и получим нужное А*В= D*C (т.к. и левая и правая часть равенства определяют одно и тоже винтовое движение относительно одной и той же оси Н). Домножив справа на С получим искомое А*В*С=D. Что и требовалось.

3. Пусть теперь А, В, С – три произвольные прямые. Пусть Н=А*В*С. Опять-таки, мы сейчас вставим F, такое, что А*В*F инволютивно и F*C – инволютивно. Пусть прямая М перпендикулярна А и В (по доказанному в п. 1 – она существует). Так же существует и прямая F, ортогональная М и С. Она и будет искомой. H=(A*B*F)*(F*C). Левая скобка – осесимметрия, т.к. А, В, F – перпендикулярны одной прямой М. Правая скобка осесимметрия, т.к. F перпендикулярна к С. Что и требовалось.

Предлагаю читателю самостоятельно разобрать случаи композиции симметрий относительно плоскости и лежащей на ней точки, плоскости и лежащей на ней прямой, плоскости и перпендикулярной ей прямой, прямой и лежащей на ней точки. Не очень сложно доказать, что всякую композицию симметрий в трехмерном пространстве можно свести к композиции симметрий относительно двух объектов (плоскости, прямой или точки). Иначе говоря – группа движений трехмерного пространства – биинволютивна. Группа движений n-мерного евклидова пространства также биинволютивна: композиция любого числа симметрий сводится к двум симметриям относительно гиперплоскостей разных размерностей (я считаю точку гиперплоскостью размерности 0) Доказательство будет посложнее, я не буду его здесь приводить, т.к. это уведет нас в сторону.

Биплетная симметрия, или симметрия относительно пары точек.

На обычной, евклидовой плоскости композиция симметрий относительно двух перпендикулярных прямых – точечная симметрия. А что будет результатом композиции двух ортогональных инверсия? Начнем со случая, когда обе эти инверсии – действительные. Пусть есть две ортогональные окружности А и В пересекающиеся в точках P и Q.

Рисунок 8.

(ортогональные окружности А и В пересекающиеся в точках Р и Q, точка Х, точки А(Х), В(А(Х)), А(В(А(Х))))

Обозначим h(X) результат композиций А и В. h=A*B=B*A. h(X)=A(B(X))=B(A(X)). Легко видеть, что h(h(X))=X (h – инволютивно).

В самом деле h*h=А*В*А*В=А*В*В*А=е т.к. А и В по условию коммутируют (ортогональны). Очевидно, что h оставляет неподвижными пару точек Р и Q (т.к. их оставляют неподвижными А и В). Сейчас мы покажем, что h аналогично точечной симметрии, т.е. зависит только от точек Р и Q. Какие бы другие окружности С и D  ортогональные друг другу и пересекающиеся в точках Р и Q – композиция инверсий относительно них будет одной и той же, подобно тому, как композиция симметрий относительно любой пары перпендикулярных прямых – есть симметрия относительно точки пересечения.

Для этого мы осуществим инверсию I с центром в одной из точек пересечения А и В, напр. в Q. Q перейдет в бесконечно удаленную точку, окружности, проходящие через Р и Q – в прямые, а отображение h – в симметрию относительно I(P). Запишем все это формально, пользуясь соображениями начала статьи о сопряженных элементах:

h=A*B=I-1*I*A*B*I-1*I=I-1*(I*A*I-1)*(I*BI-1)*I

(I-1=I, т.к. I – инверсия, но я пишу в таком виде, дабы показать роль элементов вида STS-1, т.е. сопряженных элементов). Левая скобка в последнем, несколько громоздком выражении, результат действия I на А т.е. I(A) – прямая, также правая скобка, I(B) – прямая. Т.к. инверсия сохраняет углы, то I(A) и I(B) – ортогональные прямые. Эти прямые пересекаются в точке I(P). Композиция симметрий относительно них – точечная симметрия относительно I(P). Итак, чтобы найти образ произвольной точки Х  при отображении h достаточно: 

1. Найти I(X) и I(P)
2. Сделать симметрию точки I(X) относительно I(P).

3. Результат инвертировать относительно I.

Эти операции в самом деле не зависят от А и В, поскольку композиция I(A)*I(B) не зависит от I(A) и I(B), а только от точки их пересечения. Что и требовалось. Также из изложенного следует, что у h нет неподвижных точек кроме Р и Q.

Можно сказать, что инверсия I определяет изоморфизм между группой, порожденной инверсиями окружностей, проходящих через Р и Q и группой, порожденной симметриями прямых, проходящих через I(P). При этом изоморфизме произвольная окружность S, проходящая через Р и Q переходит в I(S) или в I*S*I-1.

В начале статьи уже было дано определение сопряженных движений. Позднее было дано определение "группы движений". В произвольной группе движений сопряженные элементы определяются точно также: пусть D и С – произвольные движения (элементы группы движений). Тогда элемент С*D*C-1 называется сопряженным с D элементом. Очень важно, что элемент, сопряженный с произведением двух элементов равен произведению сопряженных элементов (во всех случаях сопряжение должно производиться каким-то одним элементом групп движений). Звучит несколько загадочно, но тривиально записывается и доказывается

(С*D1*C-1)*(C*D2*C-1)=C*D1*D2*C-1. В двух скобках слева стоят элементы, сопряженные с D1 и D2, справа – элемент сопряженный с D1*D2, для доказательства достаточно сократить C-1*C в середине левой части равенства. Отсюда следует, что сопряжение каким-то элементом, например С, задает изоморфизм группы движений в себя (см. определение изоморфизма в ст. 3) (такие изоморфизмы называются "автоморфизмами" т.к. группа движений при них отображается в себя, а не во что-то другое). Иными словами, если у нас есть набор движений D1, D2, ... DK и их связывают какие-то тождества (кто-то с кем-то коммутирует, какой-то элемент в кубе равен тождественному движению и т.п.), то сопряженные элементы: C*D1*C-1, C*D2*C-1, ... C*DK*C-1 связывают точно такие же тождества.

Вернемся к геометрии окружности. Я назову симметрию относительно пары точек Р и Q (определенную как композицию инверсий относительно двух ортогональных окружностей, пересекающихся в Р и Q) биплетной симметрией, а пару точек Р и Q – биплетом. А точки Р и Q – концами биплета. Как удобно построить образ точки Х при симметрии относительно биплета с концами Р и Q.

Рисунок 9.

( Точка Х, точки Р и Q, окружность А, проходящая через Х, Р и Q, Окружность В, ортогональная А и проходящая через точки Р и Q).
h(X)=B(A(X))=D\B(X) (т.к. Х на А, то А(Х)=Х). Чтобы построить h(X) можно найти центр В – провести к А касательные прямые в точках Р и Q. Они пересекутся в центре В (ортогональной к А) и провести прямую через этот центр и Х. Вторая точка пересечения этой прямой с окружностью А и даст точку h(X). (ср. с А-отображениями ст. 4).

Рисунок 10.

(Окружность А, точки Х, Р и Q на ней, касательные прямые к А в точках Р и Q, точка их пересечения, прямая, проходящая через эту точки и Х, точка пересечения этой прямой с А).

Можно найти h(X) по другому. Проведем через точку Х окружность, ортогональную А и В. Ее вторая точка пересечения с окружностью А и будет h(X).

Рисунок 11.

(Окружности А, В, точки Р, Q, X окружность С ортогональная А и В и проходящая через точку Х, ее вторая точка пересечения с А – h(Х))

Из рисунка 11 ясно, что если рассмотреть симметрию, заданную биплетом с концами Х, h(X) то она отобразит точку Р в точку Q (и, разумеется точку Q в точку Р). Также это ясно из рисунка 10 и ст. 4. Итак, симметрия относительно пары точек (биплета) обладает замечательным свойством: если биплет отображает точку Х в Y, то биплет с концами Х, Y меняет местами концы отображающего биплета. Если обозначить биплет с концами Р и Q как (Р, Q), а его действие на Х как (Р, Q)(X) то сказанное можно записать так:

(P, Q)(X)=Y равносильно тому, что (X, Y)(P)=Q. Отметим еще свойства биплетной симметрии:

1. Образ точки Х лежит на окружности, проходящей через Х и концы биплета.

2. Х и ее образ лежат на этой окружности по разные стороны от концов биплета.

Рассмотрим еще частный случай, когда точки Х, Р, Q лежат на одной прямой. в этом случае метод построения, указанный на рис. 10 не работает (касательные не провести). Но можно воспользоваться методом рис. 11. Можно и просто вычислить все нужные расстояния.

Рисунок 12.

(Прямая А, точки Р, Q, Х на ней, окружность В, ее центр О, лежащий на прямой А посередине отрезка [P, Q] Точка В(Х), лежащая по другую чем Х сторону этого отрезка и ближе к тому краю отрезка, что и Х)

Т.к. центр окружности, ортогональной прямой – обязательно лежит на этой прямой, по середине между точками пересечения прямой и окружности, то радиус этой окружности равен |O, P|=|P, Q|/2. При инверсии относительно В Х перейдет в точку В(Х) такую, что |O, X|*|O, B(X)|=|O, P|*|O, P|. Четверка точек (или две пары точек (Х, В(Х)=h(X)) и (Р, Q) лежащие на одной прямой и связанные таким образом называются гармоническими. Более того: концы биплета точка, и ее образ при симметрии относительно этого биплета – находятся в гармоническом отношении и если не лежат на одной прямой (но, как было показано они всегда лежат на одной окружности). Сравните это с тем определением гармонического отношения, которое появилось в ст. 3 при рассмотрении четырех взаимно касающихся окружностей.

Вернемся к рассмотрению трех взаимноортогональных окружностей. немного изменим обозначения по сравнению с рис. 11.

Рисунок 12.

(Три взаимно ортогональные окружности А, В, С. Точки пересечения А и В – Р, Q; А и С – Х, Y; В и С – F, T.)

Шестерка точек пересечения трех взаимноортогональных окружностей Х, Y, P, Q, F, T обладает рядом замечательных свойств. Например, через эти точки можно провести 4 касающиеся друг друга окружности (мы докажем это в следующих статьях, ср. ст. 3) – так, что точки касания будут в этих шести точках. Сейчас мы отметим свойства биплетных симметрий. Разобьем шесть точек на три биплета, так, чтобы точки пересечения двух окружностей были концами одного биплета: (Х, Y), (P, Q), (F, T). Каждый из этих биплетов меняет местами концы двух других. Обозначим первый биплет f1, второй f2,  третий f3. 
По определению: f1=A*C, f2=A*B, f3=B*C. f1*f2=(A*C)*(A*B)=A*A*C*B=C*B=f3 (мы воспользовались коммутативностью А, С, В между собой). Аналогично f1*f3=f2, f3*f2=f1. Также легко показать, что все биплеты f1, f2, f3 – коммутируют между собой и что f1*f2*f3=e. Аналогичные соотношения связывают симметрии относительно трех взаимно перпендикулярных плоскостей и прямых, по которым эти плоскости пересекаются. Композиция симметрий относительно трех ортогональных плоскостей в стереометрии Евклида – точечная симметрия. А в геометрии окружности: А*В*С=I где I – мнимая инверсия, ортогональная им всем (см. ст. 3, теорема о четырех ортогональных инверсиях). I меняет местами концы всех биплетов I(X)=Y, I(P)=Q, I(F)=T. Воспользуемся этим фактом, чтобы восполнить один пробел.

В самом начале рассуждений о биплетах, рассматривая композицию коммутирующих окружностей А и В, я разобрал случай, когда они – обе действительные. Поэтому и появились точки пересечения (концы биплета). Пусть теперь одна из окружностей – мнимая (две мнимые окружности не могут коммутировать). Обозначим ее I, а действительную – А. Проведем две действительные окружности В и С коммутирующие с А и I. Как было сказано, А*В*С=I. Домножив на А слева, получим В*С=А*I. То есть композиция коммутирующих инверсий, одна из которых – мнимая, совпадает с композицией двух действительных инверсий В и С. Что и требовалось, поэтому нам нет необходимости специально разбирать случай композиции коммутирующих мнимой и действительной инверсий.

В следующих статьях я надеюсь подробней изучить исчисление биплетных симметрий и показать, как с его помощью определить комплексные числа и даже абстрактную математическую структуру, называемую полем и как это исчисление помогает изучать спиралевидные движения.

Статья 6.
Наглядные теоремы и построения. (Возвращение к старым темам).

Краткое содержание статьи.

В этой статье обсуждаются темы, появлявшиеся в предыдущих статьях. Сначала указываются разные способы построения окружности, ортогональной трем данным и доказываются теоремы про окружности, построенные на точках пересечения трех данных окружностей. Затем доказывается сформулированное в ст.3 утверждение, что отображение плоскости, отображающее окружности в окружности и неподвижное в трех точках – либо инверсия, либо тождественное движение. Наконец, изучаются новые свойства биссектрис окружностей и я возвращаюсь к задаче Аполлония.
Окружность, ортогональная трем данным.

В статьях 4 и 5 мы многократно использовали тот факт, что для трех инверсий А, В, С существует одна, коммутирующая с ними всеми. Для доказательства мы использовали теорему о пучках (ст. 2). Сейчас я это кратко повторю, сейчас я это кратко повторю, ограничиваясь тем случаем, когда все три инверсии – действительные, т.е. имеют неподвижную окружность.

Пусть, например, А, пересекается с В но они обе не имеют общих точек с С. Возьмем произвольную точку Х и построим ее образ I(X), где I – коммутирующее с А. В, С отображение.

Рисунок 1.

(Две пересекающиеся окружности А и В, не имеющая с ними общих точек окружность С. Точка Х, окружность D1 проходящая через Х и точки пересечения А и В, окружность D2 из пучка (А, С) и проходящая через Х, окружность D3 из пучка (С, В) и проходящая через Х. Точка пересечения D1, D2, D3 – Y=I(X))
По теореме о пучках D1, D2, D3 все проходят через какую-то точку Y которая и будет образом X при инверсии, коммутирующей с инверсиями относительно А, В, С. Но как нарисовать эту инверсию? Точнее, как найти ее неподвижную окружность (существующую, если инверсия действительная)? Без этого инверсия кажется какой-то слишком абстрактной. Решение зависит от взаимного расположения окружностей А, В, С.

1. Окружности А, В, С – не пересекаются.

Рисунок 2.

(Три не имеющие общих точек окружности А, В, С. точки Р1, Р2 – центры пучка А, В; Q1, Q2 – центры пучка А, С; Н1, Н2 – центры пучка В, С.)

Докажем, что все шесть центров пучков (образованных исходными окружностями А, В, С) – лежат на одной окружности I, которая и будет ортогональна (коммутирующей) с А, В, С. Проведем окружность I через два центра одного пучка, например (А, В) – Р1 и Р2 и один из центров пучка (А, С), Q1. Мы можем это сделать, т.к. через три точки всегда можно провести окружность. Т.к. I проходит через пару сопряженных относительно А точек Р1 и Р2 то I ортогональна А, т.к Р1 и Р2 сопряжены и относительно В, то I ортогональна и В. Докажем, что I ортогональна и С. Т.к. I проходит через Q1 и А(Q1)=Q2, то I проходит и через Q2. Но раз I проходит через пару сопряженных относительно С точек Q1 и Q2 то I ортогональна и С. Т.к. I ортогональна В и С, то она проходит через центры пучка (В, С) H1 и H2. Что и требовалось, мы доказали, что I проходит через все шесть центров пучков и что она ортогональна А, В, С.

2. Пусть А не пересекается с В и С, а В и С – пересекаются между собой.

Рисунок 3.

(Пересекающиеся окружности В и С, не имеющая с ними общих точек окружность А. Точки Р1 и Р2 – центры пучка (А, В), Q1 и Q2 – центры пучка (А, С).)

 Т.к. А(Р1)=Р2, А(Q1)=Q2, то через эти четыре точки можно провести окружность. Она и будет ортогональна А, В, С.

3. А не пересекается с С, остальные окружности пересекаются.

Рисунок 4.

(Окружности А, В, С, такие что В пересекается с А и С, А и С между собой не имеют общих точек. Р1 и Р2 – центры пучка (А, С).)

Инвертируем точки Р1 и Р2 относительно В и проведем через четыре точки Р1, Р2, В(Р1), В(Р2) окружность I. Т.к. она проходит через Р1 и Р2, то она ортогональна А и С, а т.к. она проходит через Р1 и В(Р1) – она ортогональна В. что и требовалось.

Наиболее интересны варианты, когда все окружности А, В, С – пересекаются между собой. в этом случае возможно следующее:
А. Ни одна из окружностей не разделяет точки пересечения двух других. По причинам, которые станут понятны в следующих статьях я называю такой случай расположения окружностей А, В, С – случаем Лобачевского, а сами три окружности – окружностями Лобачевского.

В. Все три окружности А, В, С пересекаются в одной точке. Я называю этот вариант расположения окружностей – евклидовым. В этом случае нет необходимой инверсии, коммутирующей с А, В, С (если не считать, как было сделано в ст. 4 таковой – отображение всей плоскости в их точку пересечения). Предлагаю самостоятельно провести рассуждения аналогичные рис. 1.

С. Одна из окружностей разделяет точки пересечения двух других. Предлагаю самостоятельно доказать, что в этом случае и любая другая окружность разделяет точки пересечения двух оставшихся. Я называю такой случай расположения окружностей А, В, С Римановым, а сами окружности – Римановыми.

Три окружности Лобачевского.

Рассмотрим случай А. Пусть есть три окружности Лобачевского.

Рисунок 5.
(Три окружности Лобачевского А, В, С. точки пересечения А и С – Р1 и Р2, точки пересечения А и В – Q1 и Q2,  точки пересечения В и С – Т1 и Т2. Окружность S1, проходящая через P1, Q2, T1 и окружность S2, проходящая через P2, Q1, T2. Точки пересечения окружностей S1 и S2 – Н1 и Н2.)
Мы будем строить окружности, проходящие через одну из точек, каждой из трех пар точек пересечения окружностей между собой. Поскольку в каждой паре – две точки пересечения, а всего пар три, то всего таких окружностей 2х2х2=8. Эти восемь окружностей можно разбить естественным образом на пары, следующим образом. Выберем из трех двоек точек по одной точке., проведем через выбранные три точки окружность. Теперь возьмем оставшиеся три точки и проведем другую окружность. Она и будет парной к первой. Таким образом мы разбиваем 8 окружностей на четыре пары окружностей. На рис. 5 изображены две парные окружности: S1 и S2. S1 проходит через P1, Q2, T1, а S2 через оставшиеся точки – P2, Q1, T2.
Среди этих четырех пар окружностей может быть одна пара – непересекающихся (доказательство, что такая пара может быть только одна не сложно, но ради экономии места я здесь не буду его приводить, предлагаю сделать это самостоятельно и позже). Если она есть, мы ее не будем рассматривать. Таким образом у нас останется три пары пересекающихся окружностей. Пусть S1 и S2 – пересекаются. Обозначим точки их пересечения Н1 и Н2. Аналогично мы получим точки пересечения двух других пар окружностей, обозначим их H3, H4, H5, H6. 

Теорема об ортогональной окружности к трем окружностям Лобачевского утверждает, что все эти шесть точек: Н1, Н2, Н3, Н4, Н5, Н6 – лежат на одной окружности I и эта окружность – ортогональна А, В, С. Также эту теорему можно назвать «Теоремой об описанных окружностях трехокружника Лобачевского» (назвав, по аналогии с треугольником, окружности, проходящие через точки пересечения трех данных, – «описанными окружностями»).

Доказательство. Из теоремы о пучках (ст. 2) мы знаем, что инверсия I, меняющая местами пары точек пересечения окружностей А, В, С – существует. I(P1)=P2, I(Q1)=Q2, I(T1)=T2. Из этого следует, что I(S1)=S2. И точно также – парные окружности, построенные на точках пересечения А, В, С – меняются местами под действием I. Теперь докажем лемму:

Если окружности F и G сопряжены инверсией O и пересекаются, то, если O – действительная инверсия, то точки пересечения остаются неподвижными, под действием О (лежат на О). Если О – мнимая инверсия, то… Мы выясним, что будет по ходу дела.

Доказательство тривиально. Т.к. O(F)=G, то точки пересечения F и G снова переходят в точки пересечения F и G. Т.к. точек пересечения всего две, то они – либо обе неподвижны, либо меняются местами. Рассмотрим сначала случай, когда О – действительная инверсия. Если пара точек пересечения F и G меняется местами под действием О, то все окружности, проходящие через эту пару – ортогональны О и при инверсии относительно О – останутся перейдут в себя. Но, по условию O(F)=G и F не совпадает c G. Следовательно, точки пересечения F и G  не меняются местами под действием инверсии относительно О. Следовательно эти точки пересечения остаются неподвижны и поэтому лежат на О. Что и требовалось.

Пусть О – мнимая инверсия. Т.к. у мнимой инверсии нет неподвижных точек, то точки пересечения F и G – меняются местами. Но, применяя тоже самое рассуждения, что и для случая когда О – действительная инверсия, получим, что F и G – должны быть ортогональны О. Но этого не может быть, т.к. O(F)=G. Где же выход? Решение в том, что мы попутно доказали, что при мнимой инверсии образ окружности и ее прообраз не могут пересекаться (но могут совпадать)!  (В противном случае получается противоречие: точки пересечения не могут ни быть неподвижными, не могут и поменяться местами. Значит этих точек просто нет.)

Вернемся к трем окружностям Лобачевского, изображенным на рис. 5 и нашей теореме. Применим лемму, получим: Н1, Н2 лежат на окружности I, ортогональной А, В, С, точно также и Н3, Н4, Н5, Н6 – лежат на этой окружности. Т.к. все эти точки лежат на пересечении окружностей, меняющихся местами при инверсии относительно I. Что и требовалось.
Римановы окружности и евклидовы окружности.

Рассмотрим случай, когда три окружности А, В, С – римановы, т.е. одна из окружностей разделяет точки пересечения двух других.
Рисунок 6.

(Три римановы окружности А, В, С, точки пересечения А и В – Q1, Q2, точки пересечения В и С – Т1 и Т2, А и С – Р1 и Р2. Окружность S1, проходящая через точки Р1, Q2, Т1 и окружность S2, проходящая через точки Р2, Q1, T2).

Если в этом случае мы построим окружности на точках пересечения А с В, В с С, А с С аналогично тому, как это сделано на рис. 5 и разобьем, как и в предыдущем случае на пары, то ни одна окружность не пересечется с парной ей.. Это прямо следует из того, что инверсия I, коммутирующая с А. В, С и меняющая местами точки пересечения: I(P1)=P2, I(Q1)=Q2, I(T1)=T2 – мнимая (см. ст. 2 или ст. 3) и приведенной ранее леммы о том, что окружности, сопряженные относительно мнимой инверсии – не могут пересекаться.

Мы можем найти центр и радиус этой мнимой инверсии I. Центр – как точку пересечения прямых (Р1, Р2) и (Q1, Q2) и (T1, T2), радиус – исходя из определения инверсии через длины. (см. ст. 2).

Если же три окружности А, В, С – евклидовы, т.е. все проходят через одну точку, то не существует инверсии (действительной или мнимой) коммутирующей с А, В и С. Это можно доказать, например, осуществив инверсию с центром в этой общей точке. Тогда три окружности перейдут в прямые. Предлагаю доказать самостоятельно, что для трех прямых в общем случае не существует окружности, ортогональной им всем. Заметим одно исключение: если все три окружности имеют не одну, а целых две общие точки – то, разумеется есть бесчисленное количество ортогональных им окружностей.

Обратим внимание на следующее: случай евклидового расположения окружностей можно воспринимать как результат предельного перехода из Риманова или Лобачевского случая. Или, как пограничный между этими двумя случай.
Новые свойства трех окружностей.

Если мы проведем окружность D через общую точку пересечения трех евклидовых окружностей А, В, С, то она, очевидно, вместе с любыми двумя окружностями из А, В, С – снова образует «Евклидов трехокружник». Если же мы проведем окружность D через пару точек пересечения двух римановых окружностей (например, через пересечение А и В), то трехокружники В, С, D и А, D, С – снова будут римановыми (например, потому, что D ортогональна мнимой инверсии I, ортогональной А, В, С, т.к. D проходит через пару сопряженных этой инверсией точек). Мы можем провести новую окружность D1 через пару точек пересечения каких-либо двух из уже четырех имеющихся окружностей, она, в совокупности с двумя другими – снова образует трехокружник Римана (или эти три окружности образуют один пучок). Так мы получаем семейство окружностей любые три из которого (не лежащие в одном пучке) – образуют трехокружник Римана. И все окружности семейства – ортогональны одной и той же мнимой инверсии I.
Если называть «трехокружником Лобачевского» и тройки окружностей, где могут быть и две касающиеся друг друга или вовсе не пересекающиеся (это логично, т.к. в этом случае третья окружность никак не может разделить «точки пересечения двух других») – то аналогичное свойство обнаруживается и у трех окружностей Лобачевского. Если провести окружности D, D1, D2, D3… через пары точек пересечения окружностей Лобачевского, то получаем семейство окружностей, любые три из которого образуют трехокружник Лобачевского. И, разумеется, все они ортогональны действительной инверсии I.
Заметим еще, что если А, В, С – ортогональны некоторой окружности I (действительной или мнимой), то А(В), А(С), В(С) и все дальнейшие окружности, получаемые инверсиями из трех данных – снова будут ортогональны относительно I. Также, если воспользоваться терминами статьи 5, можно сформулировать: преобразования, полученные композициями инверсий коммутирующих с данной I –образуют подгруппу в группе всех преобразований плоской геометрии окружности.
Трехмерное обобщение теоремы о трехокружнике Лобачевского.
Здесь я только намечу трехмерное обобщение этой теоремы. Пусть даны четыре сферы А, В, С, D, такие, что любые три из них – пересекаются в двух точках, а четвертая не разделяет эти точки пересечения. Каждые три сферы из этих четырех имеют две точки пересечения. Всего имеется 4 тройки сфер: А, В, С; А, В, D; А, С, D; В, С, D; и, соответственно – 4 пары точек пересечения. Точно также, как в плоском случае – имеется инверсия I, отображающая каждую из сфер А, В, С, D в себя и меняющая местами точки в каждой паре пересечения.

Выберем из каждой пары точек пересечения про точке и проведем через них сферу S1 (всего окажется выбранными 4 точки, а через четыре точки всегда можно провести сферу), а через оставшиеся четыре точки – сферу S2. Если сферы S1 и S2 пересекаются (или касаются) – все их общие точки (окружность или точка) – остаются неподвижными при инверсии I. Это доказывается точно также, как и в плоском случае: Сфера, на которой лежит пара сопряженных точек, переходит в себя при инверсии относительно сопрягающей сферы, но I(S1)=S2 S1 не совпадает с S2, значит ни на S1. ни на S2 нет сопряженных точек, значит, каждая точка пересечения S1 и S2 – остается неподвижной при инверсии I. Значит, окружность, по которой пересекаются S1 и S2 – лежит на I. Всего мы имеем четыре пары точек пересечения, выбирая из каждой пары по одной точке имеем 2х2х2х2=16 сфер, которые группируем, так же как и в плоском случае на 8 пар (в одной паре лежит сфера проведенная через четыре произвольно выбранные точки и сфера, проведенная через оставшиеся четыре точки). Окружности пересечения каждой пары сфер лежат на одной сфере I. Заметим, что некоторые пары сфер из восьми рассмотренных пар могут не пересекаться.

Еще один способ построения окружности, ортогональной трем окружностям Лобачевского.
Вернемся к плоскости и укажем еще один способ построения окружности, ортогональной трем данным. Пусть у нас есть три окружности Лобачевского А, В, С.
Рисунок 7.

(Три окружности Лобачевского А, В, С, окружность С1, проходящая через точки пересечения С и В (из пучка (С, В) не пересекающая А. Окружность А1 из пучка (С1, А) не пересекающая В.)
Окружности А, В, С и А, В, С1 ортогональны одной и той же окружности I (т.к. окружность ортогональная С и В ортогональна и С1). Также и окружности А1, С1, В – ортогональны I, т.к. А1 ортогональна окружности, ортогональной С1 и А, а это – I. Но среди окружностей А1, С1, В – нет пересекающихся! Поэтому, достаточно найти центры пучков (А1, С1) и (А1, В) и провести через них окружность – она и будет искомой (как было показано ранее, на ней будут лежать и центры пучка (С1, В)).
Центры пучка можно найти двумя способами.

1. Провести пару окружностей, ортогональных к двум окружностям пучка. Точки их пересечения и будут центрами пучка.

2. Начать данные окружности друг в друга. Они начнут стягиваться к центрам пучка, постепенно образы окружностей будут неотличимы от точек. 

Из-за п. 2 мы можем просто начать инвертировать окружности А1, С1, В друг в друга и, когда образы станут очень малы, – провести через них окружность, которая будет практически неотличима от ортогональной трем исходным окружности I. Замечу, что с некоторыми небольшими модификациями этот способ (инвертировать окружности друг в друга, пока не «стянутся к точке») – годится и для трех исходных А, В, С. Какие именно нужны модификации я сейчас не будут касаться, замечу лишь, что если рассмотреть композицию h=А*В*С, то она постепенно стягивает все точки плоскости к точке, лежащей на окружности I, т.е. последовательность Х, h(X), h(h(X))… hn(X)… стремится к некоторой одной точке на окружности I, какова бы ни была исходная точка Х. (Если А, В, С – римановы окружности, то ничего похожего не происходит).
Теорема о трех неподвижных точках.
Сейчас мы восполним один очень важный пробел. В статье 3 я без доказательства утверждал, что если у нас есть преобразование, полученное композицией инверсий и у него есть три неподвижные точки, то это преобразование – инверсия или тождественное движение. Сейчас я это докажу.

Обозначим эти неподвижные точки P, Q, S и проведем через них окружность I. сначала я докажу, что всякая точка окружности I остается неподвижной, если неподвижны P, Q, S. Обозначим наше преобразование точек f. Образ точки Х при преобразовании f это f(X). Т.к. f  – композиция инверсий, то f отображает окружности в окружности и ортогональные окружности – в ортогональны окружности. Если точка Х лежит на одной окружности с P, Q, S то и f(X) лежит на той же окружности, т.к. f(X), f(P), f(Q), f(S) должны снова быть на одной окружности, но f(P)=P, f(Q)=Q, f(S)=S по условию, то это окружность I. Теперь я покажу, как построить, исходя из трех данных точек P, Q, S бесчисленное множество других точек, лежащих на I и также остающихся неподвижными при действии f.
Проведем через Р и Q окружность А ортогональную I. f(A) – снова окружность, причем она будет ортогональна I (т.к. f(I)=I) и проходящая через Р и Q (т.к. f(P)=P, f(Q)=Q). Такая окружность единственна, значит f(A)=A, т.е. А переходит в себя под действием f (но точки А могут меняться местами!). Теперь проведем через S окружность В, ортогональную I и А. Опять-таки – такая окружность единственна и т.к. f(I)=I и f(A)=A, то f(B)=B, она переходит в себя под действием f.

Окружность В пересекается с I в какой-то точке X1 (и, разумеется, в точке S). Покажем, что точка Х1 будет неподвижна под действием f, f(X1)=X1. Т.к. f(I)=I f(B)=B то точки пересечения I и B переходят в себя под действием f. Но одна из этих точек, S – неподвижна по условию. Значит и вторая, Х1 – также неподвижна (ей просто некуда больше переходить). итак, мы доказали, что если есть три неподвижные точки, P, Q, S, то есть и четвертая неподвижная точка Х1, лежащая на I.

Рисунок 8.

(Окружность I, лежащие на ней точки P, Q, S, построенные описанным выше способом окружности А и В и точка Х1.)

Заметим, что из статьи 5 следует, что Х1 это точка, симметричная S относительно биплета (пары точек) P и Q, также X1=A(S).

Теперь мы можем построить аналогично пятую, шестую и т.п. неподвижные точки (все они будут лежать на I). проведем окружность, ортогональную I не через Р и Q, а через Р и S и инвертируем относительно нее Q – получим X2, еще одну неподвижную точку, инвертируем Р относительно окружности, ортогональной I и проходящей через Q и S – получим Х3, также неподвижную под действием f. Мы можем выбрать любую пару неподвижных точек, а их уже шесть, инвертировать какую-нибудь из относительно окружности, ортогональной I и проходящей через любую пару неподвижны точек и получить новую неподвижную точку.

Докажем, что к любой точке Y на окружности I можно сколь угодно близко подойти по неподвижным точкам (получаемым описанным выше способом).

Рисунок 9.

(окружность I, расположенные по часовой стрелке точки P, X1, Q, X3, S, X2, Y, окружность Н, ортогональная Р и Х2, точка Н(Х3))

Выберем среди неподвижных точек пару таких, что между ними и Y  еще нет неподвижных точек. На рис. 9 это точки Х2 и Р. Найдем точку по другую сторону дуги (Х2, Р) (ту сторону, где нет Y) неподвижную точку «подальше» от X2 и Р, например Х3. Проведем окружность Н через Х2 и Р ортогональную I и инвертируем относительно нее Х3. Н(Х3) – снова будет неподвижной точкой и лежит по ту же сторону от Х2 и Р что и Y. Теперь выберем среди трех точек Х2, Н(Х3), Р пару точек, между которыми лежит Y и сделаем с этой парой тоже самое – проведем через нее ортогональную I окружность, найдем неподвижную точку «подальше» от Y, инвертируем ее относительно проведенной окружности и так далее. На каждом этапе мы будем окружать Y все более близкими парами неподвижных точек. Что и требовалось.

Чтобы ускорить процесс, мы можем инвертировать относительно Н все точки, лежащие по другую сторону дуги (Х2, Y, P). Среди полученных образов выбрать пару, между которой лежит Y, а неподвижных точек – не существует. Построить ортогональную к I окружность, проходящую через эту пару, инвертировать все неподвижные точки относительно этой окружности и т.п.

Итак, мы показали, что сколь угодно близко к любой точке Y окружности I – есть неподвижные точки. Поскольку f – непрерывна, т.е. отображает близкие друг к другу точки снова в близкие друг к другу точки, то f(Y)=Y т.е. Y – тоже неподвижная точка отображения f. Значит, все точки окружности I остаются неподвижными под действием f. Покажем теперь, что если есть еще хоть одна неподвижная точка К вне I, то f – тождественное движение (т.е. неподвижна на всех точках плоскости).

Рисунок 10.

(Окружности I и O, точки пересечения этих окружностей G и V, точки К и Х лежащие на О.)

Пусть Х – произвольная точка плоскости, проведем через К и Х какую-нибудь окружность О, пересекающую I. Пусть F и V – точки пересечения. Они лежат на I, следовательно – неподвижны при действии f. Значит, на окружности О есть три неподвижные точки К, G и V. Но, мы показали, что если есть три неподвижные точки, то все точки на окружности, проходящей через эти три точки – неподвижны, значит и Х, лежащая на той же окружности, что К, G и V – неподвижна. при действии f. Что и требовалось.

Теперь докажем требуемое. Что f – или инверсия, или тождественное преобразование. Проведем через Х пару каких-нибудь окружностей О1 и О2, ортогональных I. f(O1)=O1, f(O2)=O2 (т.к. точки пересечения О1 и О2 с I – неподвижны и ортогональные окружности под действием f переходят в ортогональные окружности). Значит, точки пересечения О1 и О2 (одна из них Х) – либо меняются местами, либо остаются неподвижны. Если f(X)=X, то, по доказанному ранее, f – тождественное движение. Пусть f отображает Х во вторую точку пересечения О1 и О2.

Рисунок 11.

(Окружность I, точка Х вне ее, окружности О1 и О2 ортогональные I и проходящие через Х, вторая точка их пересечения Y.)

Вторая точка пересечения О1 и О2 и есть образ точки Х при инверсии относительно I. Значит, для произвольной точки Х f(X)=I(X). Что и требовалось: f – либо инверсия, либо тождественное движение.
Проанализируем и усовершенствуем доказанное. Мы доказали, что всякое взаимнооднозначное непрерывное отображение плоскости в себя, сохраняющее окружности (отображающее окружности в окружности) и отображающее ортогональные окружности в ортогональные имеющее три неподвижные точки – либо инверсия, либо тождественное движение. Сейчас я докажу, что в этой формулировке есть тавтология. Было сказано «…отображение, сохраняющее окружности и отображающее ортогональные окружности в ортогональные…» Я докажу, что всякое взаимно-однозначное отображение f, отображающее окружности в окружности – отображает ортогональные окружности в ортогональные. Доказательство, пожалуй, проще, чем сама формулировка. (Заметим, что аналогичное утверждение про прямые не плоскости неверно. Например, сжатие плоскости по одной из осей координат – отображает прямые в прямые, но перпендикулярные прямые перестают быть перпендикулярны).
В ст. 3 мы показали, что окружности, проходящие через три точки пересечения трех взаимнокасающихся окружностей – ортогональна им всем. Также было доказано, что если две ортогональные окружности А и В пересекаются в точках P и Q, то какие бы окружности С и D, касающиеся В в точках Р и Q мы не провели – если С и D касаются друг друга, то точка их касания лежит на А.

Рисунок 17.

(Три взаимнокасающиеся окружности С, D, В. Точки их касания P, Q, H, окружность А, проходящая через эти три точки.)

Теперь докажем требуемое. Пусть А и В – ортогональные окружности, Р и Q – точки их пересечения. Нам требуется доказать, что f(A) и f(B) ортогональны. Проведем еще окружности С и D , касающиеся В в точках Р и Q. Пусть C и D касаются друг друга в точке Н, лежащей на А. Рассмотрим f(A), f(B), f(C), f(D). Т.к. f переводит окружности в окружности и взаимно однозначно – f отображает касающиеся окружности в касающиеся окружности. Значит f(B), f(C), f(D) – снова тройка взаимнокасающихся окружностей. Т.к. А проходит через точки касания В, С, D, то f(A) проходит через точки касания f(B), f(C), f(D). Следовательно, f(A) – ортогональна всем трем окружностям: f(B), f(C), f(D). В том числе и f(B) – что и требовалось доказать.

Подведем итог. Мы доказали, что если непрерывное взаимнооднозначное отображение f отображает окружности в окружности и неподвижно на трех точках, то f – или инверсия или тождественное движение.  
Необходимо уточненить про непрерывность. Если мы рассматирваем инверсии на плоскости, то, как было сказано, центр окружности, относительно которой осуществляется инверсия – переходит в бесконечно удаленную точку. Это создает разрыв отображения: точки, близкие к центру инверсии переходят в далекие друг от друга точки. Мы можем выйти из этого затруднения двояко: рассматривать все наши построения не на плоскости, а на сфере, а там инверсии и их композиции – будут непрерывны во всех точках. Либо заметить, что разрыв в одной точке не повлияет кардинально на наши рассуждения. Есть и третий способ рассуждения, «спасающий» доказательство: последовательность точек, стремящаяся к центру инверсии – перейдет в последовательность точек стремящуюся к бесконечно удаленной точке и тем самым непрерывность будет сохранена. Но этот способ треует слишком большого вторжения анализа в наши геометрические рассуждения.
Биссектрисы или серединные окружности.
Уже в первой статье про задачу Аполлония важнейшую роль играли биссектрисы, т.е. такие инверсии, которые сопрягают две данные окружности. О них говорилось и в других статьях, например, в ст. 3. Как само собой разумеющееся я упоминал, что биссектриса между А и В (действительная или мнимая) лежит в одном пучке с А и В. Сейчас я это докажу и найду другие свойства биссектрис.
Если А и В касаются или пересекаются, то что их биссектриса I лежит в одном с ними пучке – геометрически очевидно. Предлагаю доказать самостоятельно. Пусть А и В не имеют общих точек, т.е. образуют мнимый пучок. Покажем, что их биссектриса I отображает центры пучка (А, В) снова в центры пучка (А, В). В самом деле, эти центры сопряжены относительно А, значит их образ при инверсии относительно I сопряжен с I(A)=B. Но эти же центры сопряжены и относительно В, значит образ этих центров при инверсии относительно I сопряжен с I(B)=A. Поэтому образ этих центров сопряжен и относительно А и относительно В. Но у нас имеется только одна пара таких точек – это исходные центры пучка. Значит I отображает эту пару в себя. Если I оставляет каждый центр пучка неподвижным, то I будет ортогональна А и В, следовательно – не будет их биссектрисой. Значит I – меняет местами центры пучка А и В. Значит, по определению мнимого пучка – I лежит в пучке (A, B). Что и требовалось. Отсюда следует, что I ортогональна всем окружностям, ортогональным А и В. Это сразу позволяет нам понять, как I действует на точки.

Рисунок 12.

(Окружности А и В, окружность С, ортогональная им, точки пересечения С с А – Н1, и Н2, С с В – Т2, Т1, причем, точка Н2 лежит напротив Т2 и точка Н1 – напротив Т1. Пара точек Н1, Т2 разделяет пару точек Н2, Т1.)
Как было доказано, раз с С ортогональна А и В, то с ортогональна и I. I(C)=C, значит точки пересечения С и А перейдут под действием I  в точки пересечения С и В. Возможны два варианта:

1. I(H1)=T1, I(H2)=T2. 2. I(H1)=T2, I(H2)=T1.

Рассмотрим первый случай. Как было показано в ст. 2 – инверсия полностью задается образами двух точек, мы можем найти центр инверсии как пересечение прямых (Н2, Т2) и (Н1, Т1). Но обычно нам нет необходимости искать центр. Зная образы двух точек мы. как описано в ст. 2 найдем образ любой третьей точки. Заметим, что пара точек Н1, I(H1)=T1 не разделяет пару точек Н2, I(H2)=T2, точка пересечения прямых, проходящих через эти пары – не разделяет эти точки, поэтому в этом случае мы имеем действительную инверсию.

Во втором случае пара точек Н1, I(H1)=T2 разделяет пару точек H2, I(H2)=T1, а точка пересечения прямых, проходящих через эти пары – разделяет точки пары, поэтому I – мнимая инверсия, у нее нет неподвижной окружности.
Если А и В пересекаются:

Рисунок 13.

(Пересекающиеся окружности А и В, окружность С, ортогональная им. Точки пересечения С с А Н1 и Н2, точки пересечения С с В – Т1 и Т2. Пара точек Н1 и Н2 разделяет пару точек Т1 и Т2.)
Заметим, что сейчас ни пара точек Н1, T1 не разделяет пару Н2, Т2, ни пара Н1, Т2 не разделяет пару Н2, Т1. Рассуждая аналогично предыдущему случаю мы получим, что или I(H1)=T1, I(H2)=T2 или I(H1)=T2, I(H2)=T1. Но, в отличие от предыдущего случая в обоих вариантах I будет действительной инверсией (т.к. пары точек: образ-прообраз не разделяют друг друга).

Рисунок 14а.

(Пара пересекающихся окружностей А и В, точки их пересечения Р и Q. Биссектриса I1 проходящая внутри обоих окружностей и вне их. Внутренние дуги окружностей меняются местами, внешние тоже меняются местами между собой.)

Рисунок 14б.

(тоже самое, но биссектриса I2 проходит по точкам, лежащим внутри окружностей. Внешняя дуга одной окружности переходит во внутреннюю дугу другой и обратно.)

Наконец, если А и В касаются друг друга, то окружность, ортогональная им, обязательно проходит через точку касания Р.

Рисунок 15.

(Касающиеся в точке Р окружности А и В, ортогональная им окружность С, точки пересечения этой окружности с А – Н1 и Р, с В – Т1 и Р.)

Т.к. I(P)=P, то возможен только один вариант I(H1)=T1. инверсия I однозначно определена. Мы можем провести еще С1, ортогональную А и В и получить в точках ее пересечения с А и В еще пару точек, сопряженную относительно I.

Итак, мы доказали, что:

1. У двух пересекающихся окружностей есть две действительные биссектрисы.
2. У окружностей, не имеющих общих точек, также есть две биссектрисы. Одна – действительная, другая – мнимая. Мнимая инверсия отображает точки с окружности А на окружность В как бы «крест-накрест».

3. В обоих случаях обе биссектрисы – коммутируют друг с другом (см. ст.3).

4. Если окружности касаются – есть только одна биссектриса между ними. (этот случай можно рассматривать как переходный между пересекающимися и не пересекающимися окружностями. Точки пересечения расположены «очень близко» друг к другу.)

Как построить окружность I?

Мы показали, как определить образ произвольной точки Х на А при инверсии I. Достаточно провести ортогональную к А и В окружность С через точку Х. (для этого можно инвертировать Х относительно В, полученное инвертировать относительно А и через три точки провести окружность, она будет ортогональна А и В и проходит через Х). Чтобы выбрать, какая из двух точек пересечения В с С будет I(X) – надо знать, какая из двух возможных биссектрис нам нужна. Пусть мы это знаем. Тогда возьмем на окружности А три точки Х1, Х2, Х3 и найдем указанным способом их образы I(X1), I(X2), I(X3). А если мы знаем образы трех точек при действительной инверсии мы легко можем построить и окружность инверсии, например, с помощью теоремы о трех окружностях Лобачевского. Три окружности Лобачевского в данном случае это окружности проходящие через:

1. X1, X2, I(X1), I(X2)

2. X2, X3, I(X2), I(X3)

3. X1, X3, I(X1), I(X3)

Мы строим окружности на точках пересечения этих трех окружностей, как было описано в названной теореме: окружности, проходящие через точки X1, X2, I(X3) и I(X1), I(X2), X3 – пересекаются в точках, лежащих на I, также окружности, проходящие через точки: X1, I(X2), X3 и I(X1), X2, I(X3) – пересекаются в точках, лежащих на I. Окружность, проведенная через эти точки пересечения и будет искомая I.

В случае, когда А и В имеют общие точки – есть и более простые способы построения биссектрисы, но здесь я не буду о них писать.

В статье. 5 была определена биплетная симметрия (симметрия относительно пары точек). Воспользуемся этим понятием, чтобы определить, чему равна композиция инверсий, относительно двух биссектрис между А и В. Пусть I1(A)=B и I2(A)=B. Ясно, что I1*I2(A)=A, I1*I2(B)=B. Т.к. I1 и I2 – коммутируют, то I1*I2 – биплетная симметрия. Концы этого биплета – центры пучка (А, В). Если А и В пересекаются, то концы биплета – точки их пересечения, это аналогично тому, что композиция симметрий относительно двух биссектрис между прямыми – симметрия относительно точки их пересечения. А если А и В не имеют общих точек, то концы этого биплета – центры мнимого пучка А и В. Они сопряжены и относительно А и относительно В.

Снова задача Аполлония.

Вернемся к задаче Аполлония о нахождении окружностей, касающихся трех данных. Напомним вкратце проведенное в ст. 1 построение.
1. Были проведены биссектрисы между окружностями А, В, С
2. Декларировалось, что три биссектрисы пересекаются в двух точках (а случай, когда биссектрисы не пересекаются – вовсе не рассматривался).

3. Из точек пересечения биссектрис были проведены перпендикулярные к А, В, С окружности.

4. Из точек пересечения этих перпендикуляров с А, В, С выбиралось по точке и утверждалось, что окружность, проведенная через эти три точки – касается А, В и С.

Рисунок 16.

(Три окружности Римана А, В, С, биссектрисы между А и В, В и С и С и А пересекающиеся в двух точках и перпендикуляры из этих точек пересечения, точки пересечения и окружность, проходящая через них).

Этот метод всегда работает, если три исходные окружности – римановы, т.е. одна разделяет точки пересечения двух других. Тогда биссектрисы в самом деле обязательно пересекаются. Но как модифицировать его для случая, когда они не пересекаются. Например:

Рисунок 17.

(Три непересекающиеся окружности А, В, С, ни одна из них не разделяет две другие. Биссектриса между А и В и биссектриса между В и С не пересекают друг друга).

Тогда нам пригодится понятие пучка. Если биссектриса I1 между А и В не пересекается с биссектрисой К1 между В и С, то она все равно образует с К1 пучок окружностей. Теорема о биссектрисах утверждает, что одна из двух биссектрис между А и С – обязательно лежит в этом пучке. Мы докажем теорему о биссектрисах позднее. Если бы I1 и К1 пересекались, мы бы провели из точек пересечения окружности, перпендикулярные А, В и С. Это можно сформулировать более общим образом. Из пучка (I1, К1) выбираются инверсии, ортогональная (коммутирующие) с А, В или С. а этом можно сделать всегда, т.к. в любом пучке есть инверсия (действительная или мнимая), коммутирующая с данной – см. ст. 4. (Есть исключение, если данная окружность проходит через один из центров мнимого пучка).

Итак, мы разобрались с тем, что делать, если биссектрисы не пересекаются. Осталось доказать, что окружность, построенная указанным способом – в самом деле обязательно касается А, В, С. Сначала докажем, что эта построенная окружность – ортогональна биссектрисам I1 и К1 (между А и В и между В и С). I1(A)=B, K1(B)=C. Центры пучка (I1, K1) при симметрии относительно I1 перейдут в себя и сам пучок тоже, окружность пучка, ортогональная А – перейдет в окружность пучка, ортогональную В. Значит точки пересечения окружности этого пучка ортогональной А с А перейдут в точки пересечения окружности пучка, ортогональной В с В. Пусть точки пересечения перпендикуляра с А – А1 и А2, с В – В1 и В2. Значит I1(A1) равно или В1 или В2. Пусть это будет В1. Значит окружность, проходящая через А1 и В1 – ортогональна I1. Теперь рассмотрим действие К1 на В1 и В2. К1 опять-таки переводит пучок (I1, K1) в себя, а перпендикуляр с В в перпендикуляр в С (т.к. К1(В)=С). Пусть К1(В1)=С1. Тогда С1 – одна из точек пересечения перпендикуляра из пучка (I1, K1) к окружности С с С. проведем окружность через А1, В1, С1. Она ортогональна I1 т.к. I1(A1)=B1, она ортогональна K1, т.к. K1(B1)=C1. Что и требовалось доказать.

Обозначим построенную окружность, проходящую через А1, В1, С1 буквой S. Заметим, что мы еще и указали как именно выбирать точки (из пар точек пересечения), чтобы провести окружность, касающуюся А, В, С. Первую точку можно выбрать произвольно, затем отразить ее относительно I1 и К1 и взять образы. (Оставшиеся точки дадут вторую окружность, касающуюся А, В, С). Докажем, что если построенная окружность Ы касается одной из трех окружностей А, В, С – например, В – то она касается и остальных двух. Это просто. Пусть S касается В, тогда I1(S) касается I1(B)=A, К1(S) касается К1(В)=С. Но I1(S)=K1(S)=S т.к. S ортогональна I1 и К1. Значит S касается А и С, что и требовалось доказать.

Чтобы доказать, что S – искомая окружность, касающаяся А, В и С необходимо доказать, что S – касается В (одной из трех данных окружностей). Это будет сделано в следующих статьях.

Статья 7.
Моделирование геометрий Лобачевского, Евклида и Римана в геометрии окружности.
Краткое содержание статьи.
 В статье излагаются две связанные между собой модели геометрий Евклида, Римана, Лобачевского. Первая модель – объемная. Представим себе, что Глаз в пространстве смотрит на сферу. А больше в пространстве совсем ничего нет. Если Глаз расположен вне сферы, то он увидит на сфере то, что подчиняется законам геометрии Лобачевского, если Глаз на поверхности сферы – он увидит геометрию Евклида, а внутри сферы – Римана.
Вторая модель – плоская, и как и в предыдущем случае, разные геометрии оказывается возможным изучать совместно, в рамках геометрии окружности. Доказывается теоремы о сумме углов треугольника в разных геометриях, о пересечении биссектрис треугольника и о равнобедренном треугольнике в разных геометриях.

Теоремы эти доказываются с помощью изучения углов между окружностями и понятия «изогональных окружностей» (Окружностей, образующих одинаковый угол с двумя данным окружностями). Теорема о биссектрисах в треугольниках разных геометрий оказывается частным случаем теоремы о биссектрисах между окружностями.

Перед прочтением этой статьи желательно, но не обязательно просмотреть ст.4 и ст.5. Объемна модель неевклидовых геометрий рассмотрена в моей статье в журнале «Математическое просвещение» (№3, 1999 год).
Объемная модель различных геометрий.

Для читателей, внимательно прочитавших ст. 4 и просмотревших статью 5, я бы начал просто: рассмотрим А-отображение с центром в О сферы S.

1. Если О расположено снаружи S, то подгруппа, порожденная А-отображениями, коммутирующими с А-отображением в центре О – изоморфна группе движений плоской геометрии Лобачевского. Пара точек (Х, О(Х)) называется точкой геометрии Лобачевского, а прямыми геометрии Лобачевского – окружности сферы S, лежащие в одной плоскости с О. При этом А-отображение, коммутирующее с О(Х) определяет точечную или осесимметрию геометрии Лобачевского. Центр такого А-отображения лежит на поляре Точки О. Обозначим центр этого отображения – В. Если В вне сферы, то В(Х) – определяет осесимметрию, а если внутри – точечную симметрию.

2. Если О расположено внутри сферы, то определение «точек и прямых римановой геометрии» будет таким же, как и пред. случае, подгруппа, порожденная А-отображениями, коммутирующими с О(Х) – изоморфна группе движений римановой геометрии. Всякая точка В, лежащая на поляре О определяет осесимметрию римановой геометрии. поляра О в этом случае целиком лежит вне S.

3. Если О лежит на сфере S, то рассмотрим отображение всей сферы S в одну точку О и совокупность А-отображений коммутирующих с этим отображением. Пара точек (Х, О(Х)) – определяет точку евклидовой геометрии, а окружности, проходящие через О (лежащие в одной плоскости с О) – называются прямыми евклидовой геометрии. Центры А-отображений, коммутирующих с О(Х) (О(Х)=О для всех Х) лежат в плоскости, касающейся S в точке О. Эти А-отображения порождают подгруппу, изоморфную группе движений Евклидовой геометрии и каждое из них определяет осесимметрию геометрии Евклида.

Но, поскольку я стараюсь сделать статьи не очень зависимыми друг от друга, то сейчас поясню описанные конструкции. Пусть О – произвольная точка трехмерного евклидова пространства. Назовем «связкой» – все плоскости и прямые, проходящие через О. Заметим, что любые две плоскости из связки пересекаются по некоторой прямой из связки. поместим теперь в пространство сферу S. Я назову «точкой» геометрии (не уточняя пока какой – евклидовой, римановой или Лобачевского) – прямую из связки, пересекающую сферу. «Прямой» геометрии (опять-таки, не уточняя, какой именно геометрии) я назову плоскость из связки, пересекающую сферу. Покажем теперь, что свойства точек и прямых в геометриях Римана, Лобачевского и Евклида – в точности отвечают трем возможным случаям расположения сферы S  и точки О.

1. Точка О лежит внутри сферы S. в этом случае всякая прямая связки пересекает сферу в двух точках, значит, задает «точку» геометрии, а всякая плоскость связки – пересекает сферу по некоторой окружности и потому задает некоторую «прямую» геометрии.. Как было замечено, всякие две плоскости связки («прямые» нашей геометрии) пересекаются по некоторой прямой связки («точке» нашей геометрии). Значит в нашей геометрии – все прямые пересекаются, параллельных прямых нет. Это и происходит в геометрии Римана.

2. Точка О лежит вне сферы S. В этом случае не все прямые связки пересекают сферу и потому – не все задают «точку» геометрии. Прямые, пересекающие сферу, лежат внутри конуса с вершиной в О, а основание конуса – окружность на сфере S в точках которой прямые связки касаются S. Точно также – не все плоскости связки пересекают сферу и потому – не все задают «прямую» геометрии. Возьмем две произвольные плоскости, пересекающие сферу S. Они пересекаются по некоторой прямой связки. Если эта прямая не пересекает сферу S, то «прямые» геометрии, определенные плоскостями связки – не имеют «точки» пересечения в нашей геометрии. можно построить целое семейство непересекающихся «прямых» нашей геометрии. Возьмем прямую связки, не имеющую со сферой S общих точек. Проведем любые две плоскости, проходящие через эту прямую и пересекающие S. Все они задают «прямые» геометрии, не имеющие общих точек. Это свойство прямых характерно для геометрии Лобачевского.

3. Точка О лежит на сфере S. Этот случай занимает промежуточное положение между двумя рассмотренными. Здесь, как и в предыдущем варианте – есть прямые связки, не задающие ни одной «точки» геометрии. Все они лежат на плоскости Н, касающейся S  в точке О. Плоскость Н – единственная плоскость связки не пересекающая S и потому – единственная, которая не определяет «прямой» геометрии. Как устроены непересекающиеся прямые в этой геометрии? Возьмем произвольную плоскость А связки, не совпадающую с Н. Она пересекается с Н по некоторой прямой L. Если Другая плоскость связки, В пересекается с А по прямой L то «прямые» геометрии, заданные плоскостями связки А и В – не пересекаются. Предоставляю читателю самостоятельно проверить, что в этом случае выполняется пятый постулат Евклида, т.е. что через всякую точку геометрии всегда можно провести одну и только одну прямую не пересекающуюся с данной прямой.

Итак, мы видели, что свойства пересечений «прямых» геометрии, построенной на основе сферы S и связки с центром в О, в зависимости от расположения О вне, на поверхности, или внутри сферы S – соответствуют свойствам геометрии Лобачевского, Евклида или Римана. Теперь я покажу, как устроены осевые симметрии в этих геометриях. Для этого надо напомнить определение А-отображений в пространстве. Пусть дана произвольная точка В в пространстве, не лежащая на сфере S. А-отображением с центром в точке В сферы S называется отображение сферы в себя, при котором произвольной точке Х на сфере ставится в соответствие вторая точка пересечения прямой (В, Х) со сферой. Если (В, Х) касается сферы S , то В(Х)=Х (точка отображается сама в себя). Очевидна связь А-отображений с центром в В со связкой прямых с центром в точке В. Будем обозначать результат действия А-отображения с центром в точке В на Х как В(Х) (см. ст. 4). Очевидно из определения А-отображения В(В(Х))=Х. Иначе говоря В(Х) – инволютивное отображение и этим похоже на симметрию. поэтому А-отображения – хороший кандидат на симметрии геометрий, которые мы строим.

Ранее мы определяли «точку» геометрии как прямую связки с центром в О. Модифицируем определение. Назовем «точкой» геометрии – пару точек пересечения прямой связки со сферой. Или, такую пару точек на сфере S, которая лежит на одной прямой с О. Аналогично мы назовем «прямой» геометрии ту окружность, по которой плоскость связки пересекает сферу (или окружности сферы, лежащие в одной плоскости с О). После этой модификации мы можем изучать геометрию находясь на сфере S, а предыдущие определения годились, когда мы наблюдали сферу из точки О.

Произвольное А-отображение как-то отображает сферу S  в себя. Чтобы А-отображение могло быть симметрией геометрии оно должно отображать «точки» геометрии снова в «точки» геометрии. Пусть В – центр А-отображения. Чтобы быть «кандидатом» в симметрии геометрии, В(Х) должно отображать пару точек, лежащую на одной прямой с О – снова в пару точек, лежащую на одной прямой с О. Запишем: если точки Х и Y на одной прямой с О, то В(Х) и B(Y) снова должны быть на одной прямой с О. (!) Заметим, что если О не на сфере S , то мы можем рассмотреть А-отображение с центром в О. То, что Х и Y лежат на одной прямой с О означает в точности то, что О(Х)=Y и условие (!) можно сформулировать и так: если О(Х)=Y, то О(В(Х))=В(Y). Или О(В(Х))=В(О(Х)). А это означает, что О(Х) и В(Х) – коммутируют. (см. начало ст. 4).

Пусть точка О, центр связки, лежит вне сферы S. Тогда, как было сказано ранее, на сфере S есть окружность, по которой прямые связки касаются S (основание конуса с вершиной в О). Эти касающиеся прямые связки не задают никакой точки геометрии. Более того, к точке К на этой окружности нельзя подобрать пару, т.е. вторую точку К1, такую, что (К, К1) – лежат на одной прямой с О и тогда пара точек (К, К1) задала бы точку геометрии. Легко понять, что все точки этой окружности должны остаться на ней же под действием А-отображений, подходящих для симметрий нашей геометрии, удовлетворяющих условию (!). Геометрически это означает, что все центры таких А-отображений должны лежать на плоскости, в которой лежит эта окружность касательного конуса. Эта плоскость называется полярой точки О. Пользуясь теорией поляр (см. ст. 4), можно доказать, что любая точка В на плоскости, полярной к О – удовлетворяет (!).
Итак, А-отображение с центром, лежащим на плоскости, полярной к О отображает точки геометрии (пары точек на сфере S, лежащих на одной прямой с О) в точки геометрии. Выясним, куда такое А-отображение отображает прямые нашей геометрии (окружности сферы, лежащие в одной плоскости с О). Не слишком сложно показать, что всякое А-отображение (где бы ни был его центр) отображает окружности сферы S – снова в окружности. (т.е. что если точки P, Q, T, W на сфере лежат на одной окружности, то и точки B(P), B(Q), B(T), B(W) – также лежат на одной окружности.) Для того, что А-отображение переводило «прямые» геометрии в «прямые» необходимо и достаточно, чтобы оно отображало всякую окружность, лежащую в одной плоскости с О в окружность, лежащую в одной в одной плоскости О. Опять-таки, я сошлюсь на теорию поляр. впрочем есть и другие не слишком сложные способы доказать, что: если центр А-отображения лежит на поляре О, то требуемое выполняется. Поэтому А-отображения с центрами на поляре к О – отображают «точки» геометрии в точки геометрии, а «прямые» – в «прямые».

Заметим, что мы рассуждали, используя «окружность касательного конуса» с центром в точке О. Т.е. все наши рассуждения пригодны пока только для случая, когда точка О лежит вне сферы S. Теория поляр позволяет расширить доказанное и на случай, когда О лежит внутри или на сфере S. Если О лежит внутри S то существует плоскость, не пересекающая сферу, которую называют полярой О (она обладает тем свойством, что О лежит на поляре к каждой точке это плоскости). Если центр А-отображения лежит на ней – то все нужные нам свойства выполняются. (А если центр А-отображения не в этой плоскости, то А-отображение не переводит «точки» геометрии в «точки»). Если же О лежит на сфере S,  то ее полярой называют плоскость, касающуюся S в О. Предоставляю читателю самостоятельно доказать, что А-отображения с центрами на этой плоскости переводят «прямые» геометрии в «прямые» и «точки» в «точки». Заметим еще, что, хотя в данном случае точка О не задает никакого А-отображения, мы можем все-таки связать с ней отображение, отображающее все точки сферы S в точку О. (О(Х)=О для всех Х на сфере). И тогда можно сказать, что В, центр А-отображения лежит на поляре к О тогда и только тогда когда О(Х) коммутирует с В(Х).

Также А-отображения сохраняют углы между «прямыми» геометрии. Ведь А-отображения это инверсия сферы S (действительная или мнимая см. ст. 4), а инверсия – сохраняет углы между окружностями. «прямые» геометрии это – частный случай окружностей, значит А-отображение сохраняет углы и между ними. Итак А-отображения:

1. Отображают прямые геометрии в прямые.

2. Сохраняют углы между ними.

3. Инволютивны А(А(Х))=Х

В случае геометрий Римана или Лобачевского уже первых двух условий достаточно для того, чтобы утверждать – А-отображения сохраняют расстояния между точками, являются движением плоскости. В случае геометрии Евклида подобие также сохраняет углы между прямыми, но оно не сохраняет расстояние между точками и потому не является движением геометрии. Но подобие – не инволютивно! С учетом п. 3 и в этом, Евклидовом случае А-отображение будет движением плоскости (евклидовой). Точнее говоря – симметрией.

Относительно чего симметрия? Пусть В – произвольная точка на поляре О, симметрию относительно чего задает А-отображение с центром в В? Если В – вне сферы, то А-отображение с центром в В определяет на S окружность касательного конуса с вершиной в В. Если точка сферы Х лежит на этой окружности, то В(Х)=Х. Из теории поляр известно, что эта окружность лежит в одной плоскости с О и потому – является «прямой» геометрии. Именно симметрию относительно этой прямой и задает А-отображение с центром в точке В. Если же В лежит на поляре О и находится внутри S, то рассмотрим прямую (В, О). Она пересекает сферу S в двух точках, эта пара точек определяет «точку» геометрии. Именно симметрию относительно этой «точки» геометрии и задает А-отображение с центром в точке В.

Укажем еще, что в случае, когда О лежит вне сферы S (случай геометрии Лобачевского), то сечение сферы S  полярной к О плоскостью Н – даст известную модель Кэли-Клейна. «Точкой» в этой модели будет пересечение прямой связки, пересекающей сферу S с Н, а «прямой» – пересечение плоскости связки, пересекающей сферу, с Н.
На мой взгляд, приведенная модель разных геометрий симпатична и своей наглядностью и «однородностью» (разные геометрии получаются в результате простого перемещения точки О вне, на и внутрь поверхности сферы). уже поэтому, думаю, их удобно использовать при обучении. модель можно изучать и далее.

Окружности в разных геометриях.

Как, в рамках приведенной модели – выглядит окружность? Определим окружность немного необычно. Пусть дана точка Р – центр окружности и точка Q – лежащая на окружности. Окружностью я назову совокупность точек, в которую может перейти Q после симметрий, относительно всевозможных прямых, проходящих через Х.

Рисунок 1.

(Точки Р и Q, несколько прямых L1, L2, L3 – проходящих через Р, образы точки Q при симметрии относительно этих прямых L1(Q), L2(Q), L3(Q).) 

Рассмотрим, что это означает для нашей модели. Точка Р изображается в нашей модели двумя точками Р1 и Р2, лежащими на одной прямой с О. А-отображения, оставляющие пару (Р1, Р2) неподвижной, это или:

1. А-отображения, центры которых лежат на прямой (Р1, Р2). Тогда точки Р1 и Р2 меняются местами.

2.А-отображения, центры которых лежат на плоскости, касающейся Р1 и на плоскости, касающейся Р2, т.е. – на пересечении этих плоскостей. Эти А-отображения отображают точку Р1 в Р1 и Р2 в Р2.

С другой стороны, нас интересуют только те А-отображения, которые лежат на Н, поляре О. Именно они определяют симметрии геометрии. Из теории поляр известно, что пара плоскостей, описанных в п.2 – пересекается по прямой, лежащей на Н, поляре О. Обозначим эту прямую L. Точка Q геометрии изображается на сфере парой точек Q1 и Q2 (лежащих на одной прямой с О). Проведем через L и Q1 плоскость, ее пересечение с S и даст совокупность точек на S, куда может перейти Q1 под действием А-отображений с центрами, лежащими на L. Пересечение сферы и плоскости это – окружность. Значит, окружность геометрии изображается окружностью на сфере (точнее, парой окружностей, ведь мы можем провести плоскость и через L и Q2). Заметим, что мы провели рассуждение, пригодное для всех трех случаев расположения S и О, т.е. для геометрий Римана, Лобачевского и Евклида одновременно. А случай, описанный в п. 1 отвечает точечной симметрии (относительно точки Р).

Чтобы не путаться в «парах точек» (изображающих точку геометрии), можно тем или иным удобным способом рассматривать часть сферы, в которой лежит по одному представителю пары. Например, если О – вне и выше сферы, то рассмотрим лишь ту часть сферы, которая лежит над полярой О, ближе к О.

У этой модели есть недостаток. Она – объемная. А мы изучаем плоские геометрии Римана, Евклида, Лобачевского. поэтому сейчас я дам плоскую модель, опять-таки однородно охватывающую все три случая.

Плоская модель различных геометрий.
Плоская модель начинается так просто, что это даже забавно. Возьмем любые три окружности А, В, С. Назовем их «прямыми» геометрии, а пары точек их пересечения – «точками» геометрии. Также, «прямыми» геометрии назовем все окружности, лежащие в образованных тремя исходными пучках. Пару точек пересечения из получающегося семейства – называем «точкой» геометрии, любую окружность, проходящую через эту пару точек – «прямой» геометрии, также любая окружность из пучка, заданного двумя окружностями из семейства – также будет «прямой» геометрии. (заметим, что именно окружности мы включаем в «прямые» геометрии, мнимые инверсии мы в данном случае не рассматриваем).
А какой геометрии? Это зависит от расположения исходных окружностей А, В, С. Если они – Римановы (т.е. одна из трех окружностей разделяет точки пересечения двух других), то и геометрия получается Римановой. Если А, В, С – евклидовы (т.е. все три пересекаются в одной точке, то и геометрия получится евклидовой. Если же А, В, С – три окружности Лобачевского (т.е. ни одна окружность не разделяет точек пересечения двух других), то и геометрия получится Лобачевского. (См. ст. 6 про окружность, ортогональную трем данным).

Прежде все разберем случай евклидового расположения трех окружностей А, В, С. Пусть О – точка, в которой они все пересекаются. Легко видеть, что всякая окружность из семейства, построенного указанным выше способом – проходит через О. (И, наоборот, всякую окружность, проходящую через О, можно получить из А, В, С описанным способом). Осуществим какую-нибудь инверсию с центром в О. При этом все окружности семейства («прямые» геометрии) перейдут в прямые обычной евклидовой плоскости. А «точки» геометрии – это пары точек (Х, О) где Х – любая точка плоскости. После инверсии О перейдет в бесконечно удаленную, а Х – в какую-то другую точку плоскости. Мы можем оперировать с этой парой как с одной точкой, ведь вторая точка во всех парах – одинакова и бесконечно далека. Мы получили обычную Евклидову геометрию.

Какие окружности, пересекающиеся в О, изображают параллельные прямые? Т.к. у параллельных прямых нет точки пересечения (кроме бесконечно удаленной, а ее-то и изображает точка О), то и у таких окружностей О должна быть единственной общей точкой. Это возможно только если они касаются друг друга в точке О. Итак – параллельные прямые изображаются касающимися в точке О окружностями.

Заметим, что А(О)=В(О)=С(О) и любая окружность, проходящая через О – оставляет О неподвижной при инверсии. Поэтому никакой композицией инверсий невозможно отобразить какую-нибудь другую точку Х в точку О. Это – тоже свойство бесконечно удаленной точки. Никаким движением нельзя в нее попасть и она неподвижна при всех движениях плоскости.

В случае риманова расположения трех исходных А, В, С – любые две окружности, изображающие «прямые» геометрии пересекаются, так ведут себя прямые римановой геометрии. Если же исходные А, В, С – окружности Лобачевского, то среди окружностей, изображающих «прямые» геометрии есть очень много непересекающихся, что свойственно геометрии Лобачевского. Теперь заметим, что в случаях Риманова или Лобачевского расположения трех исходных окружностей А, В, С – существует ортогональная всем троим инверсия I. В случае Лобачевского I – действительная инверсия, у которой есть неподвижная окружность, в случае Риманова расположения исходных А, В, С – I будет мнимой инверсией. Все окружности, полученные описанным способом, изображающие «прямые» геометрии – будут ортогональны I. Это следует из того, что все окружности из пучков (A, B), (В, С), (А, С) – будут Ортогональны I, т.к. I ортогональна А, В, С, а пары точек пересечения окружностей, изображающих «прямые» – сопряжены относительно I. (см. ст. 6 и ст. 2).

Если радиус окружности I очень мал или мы расположены очень далеко от этой окружности, то свойства геометрий Лобачевского и Римана будут похожи на свойства геометрии Евклида. Ведь «очень маленькая окружность» – это почти точка. Или, если далеко уйти от окружности – она тоже покажется точкой.

Связь плоской и пространственной моделей.
Свяжем эту модель с построенной ранее пространственной моделью. Пространственная модель, коротко говоря, сводится к тому, что выбирается А-отображение с центром в О сферы S. Затем рассматривается совокупность А отображений, коммутирующих с О(Х), они лежат на поляре к О. Но А отображения – это инверсии сферы. Выбрать А-отображение с центром в О – означает просто выбрать инверсию, а А-отображения, коммутирующие с этой инверсией – есть инверсии, коммутирующие с исходной, определенной точкой О. поэтому две модели равносильны. Это стало бы совсем очевидно, если бы я начал построение плоской модели так: «назовем окружности, ортогональные данной инверсии I – «прямыми» геометрии. Если I – мнимая инверсия, то это геометрия Римана, а если I – действительная, то получится геометрия Лобачевского.»Этот способ был бы хуже по двум причинам: 1. Выпадает геометрия Евклида. 2. окружность I совершенно не нужна нам для доказательства многих теорем.

Как и в пространственной модели я рассмотрю, что будет являться окружностью в рамках предложенной модели. Для этого снова воспользуемся определением окружности, данным на рис. 1. «Прямые» геометрии, проходящие через «точку» Р геометрии – это окружности, проходящие через пару точек Р1 и Р2, мы ищем как действуют инверсии относительно всех этих окружностей на «точку» геометрии. «точка» геометрии это пара точек Q1 и Q2, но нам вполне достаточно проследить действие на одну из этих точек, например Q1.
Рисунок 2.

(Две пересекающиеся окружности F и Н, точки их пересечения Р1 и Р2, точка Q1, окружность Т, проходящая через Н1 и ортогональная F и Н)
Окружности, проходящие через Р1 и Р2 образуют пучок. Проведем через Q1 окружность Т, ортогональную каким-нибудь двум окружностям этого пучка, напр. исходным F и Н, по свойствам пучков – она будет ортогональна все окружностям пучка (F, H) и, следовательно, при инверсиях относительно окружностей и пучка точка Q1 будет перемещаться по окружности Т. Таким образом, окружность геометрии изображается окружностью на плоскости. Заметим, что наше рассуждение охватывает сразу три возможные случая (Римана, Евклида и Лобачевского)

Но, в случае геометрии Лобачевского – не всякая окружность на плоскости будет окружностью геометрии Лобачевского. Пусть две окружности, изображающие «прямые» геометрии Лобачевского не пересекаются.

Рисунок 3.

(Две непересекающиеся окружности F и Н, центры пучка (F, Н) – точки О1 и О2, точка Q1, окружность Т, ортогональная F и Н и проходящая через Q1)
Окружность Т, ортогональная F и Н не изображает никакой окружности геометрии Лобачевского, т.к. у нее нет «центра» в этой геометрии. Заметим, что центры мнимого пучка (F, H) О1 и О2 лежат на I – окружности, ортогональной всем окружностям, изображающим «прямые» геометрии Лобачевского. Т.к. Т проходит через О1 и О2, то Т – обязательно пересекает I – именно такие окружности – не изображают никакую окружность геометрии Лобачевского.

Заметим еще одно хорошее свойство этой модели: угол между окружностями, изображающими «прямые» геометрии совпадает с углом между прямыми, которые эти окружности изображают. 

Плодотворность плоской модели.
На мой взгляд эта плоская модель весьма удобна для доказательств теорем всех геометрий: Римана Евклида, Лобачевского. Особенно модель плодотворна для доказательств теорем о треугольниках – это сводится к доказательству каких-то свойств трех окружностей А, В, С.
Заметим, что расстояние между «точками» геометрий нужно изучать и определять специально (на основании гармонического отношения, ст. 4, 5), а вот углы между «прямыми» – это просто углы между изображающими их окружностями. Поэтому и теоремы проще доказывать про углы, биссектрисы и т.п. Приведу два примера:

1. Сумма углов треугольника в разных геометриях.

2. Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке во всех трех геометриях.

Сумма углов треугольника или «углы в трехокружнике».

В геометрии Евклида.

Рисунок 4.

(Три окружности А, В, С пересекающиеся в одной точке О. Меньшая окружность, С, лежит внутри окружностей А и В. Точки пересечения А и В – О и Н, В и С – О и Q, А и С – О и Р. Отмечены одинаковые углы, которые при точке О образуют полукружье, т.е. – 180 градусов.)

Вершинами Евклидова треугольника будут вторые точки пересечения окружностей А, В, С между собой (первую, точку О – можно отбросить, т.к. в ней пересекаются все прямые и изображающие их окружности). Треугольник PQH изображен в модели тремя дугами PQ, QH, и HP. Теперь воспользуемся тем, что окружности пересекаются в двух точках и углы – одинаковы в обеих точках. Мы видим, что углы между соответствующими дугами – сходятся в точке О и там дополняют друг друга (без пересечений) до угла в 180 градусов. следовательно, сумма углов между указанными дугами равна 180 градусов и сумма углов треугольника также. Что и требовалось. Заметим, что это доказательство не требует проведения каких-либо вспомогательных линий. А при обычном доказательстве надо провести прямую через одну из вершин, параллельную третьей стороне.

В геометрии Римана сумма углов треугольника всегда больше 180 градусов.

Рисунок 5.

(Три римановы окружности А, В, С. Окружность D проходящая через те точки пересечения А и В с С, которые лежат внутри А и В и через точку пересечения А и В, которая лежит вне С.)

Проведем три римановы окружности А, В, С. В качестве сторон треугольника возьмем дуги, ограничивающие область, лежащую внутри всех окружностей. Проведем окружность D через не входящую в треугольник точку пересечения А и В и две точки пересечения С с А и С с В. Точки пересечения возьмем входящие в треугольник. Окружности А, В, D – пересекаются в одной точке, значит, по доказанному ранее – сумма их углов равна 180 градусов. Но окружность D входит внутрь дуг, образующих треугольник и проходит через его вершины, поэтому сумма углов между D, B, A всегда меньше, чем сумма углов между А, В, С, поэтому сумма углов, образованных дугами АВ, ВС и СА – больше 180 градусов. что и требовалось. (По-моему это рассуждение практически невозможно понять без чертежа, но даже на плохом рисунке оно довольно прозрачно, главное не ошибиться с ориентацией углов и не запутаться в основном и дополнительном угле).

В геометрии Лобачевского сумма углов треугольника всегда меньше 180 градусов.

Рисунок 6.

(Три окружности Лобачевского А., В, С. В расположена внутри А и С. Вспомогательная окружность D проходящая через точку пересечения А и С и точки пересечения В и А и В и С, которые лежат ближе к той точке пересечения А и С, через которую D не проходит.)

В этом случае мы считаем треугольником три точки пересечения А, В, С между собой, которые лежат дальше от той точки пересечения А и С, через которую проходит D. В этом случае D не зайдет в треугольник, хотя и пройдет через две его вершины. поэтому сумма углов трехокружника А. В, С меньше суммы углов трехокружника А, В, D, а последняя равна 180 градусов, т.к. A, B, D – пересекаются в одной точке. Как и в прошлом случае – рассуждение очень прозрачно даже на плохом чертеже.

В случае Римана или Лобачевского есть проблема выбора трех точек, которые можно рассматривать как вершины треугольника. Также не ясно, какие дуги нужно считать сторонами. Эта проблема сводится к такой: точка геометрии изображается парой точек пересечения окружностей. Как выбрать из этой пары одну точку? Для этого удобно привлечь окружность I, ортогональную А, В, С. Если I – действительная окружность и мы имеем дело с геометрией Лобачевского, то пара сопряженных относительно нее точек – разделяется этой окружностью. Мы можем выбрать в качестве представителя – точку пары, лежащую внутри окружности I. Тогда все точки геометрии – это точки внутри окружности I. Если же I – мнимая инверсия, то мы можем выбрать какую-нибудь действительную окружность, ортогональную I. под действием I эта окружность «вывернется наизнанку», она разделяет сопряженные относительно I точки и мы опять-таки можем выбрать в качестве точек геометрии – внутренность этой окружности. Впрочем не во всех теоремах есть необходимость этим пользоваться.

Заметим, что хотя теоремы становится проще доказывать из-за того, что окружности пересекаются в двух точках и это увеличивает количество равных углов, надо быть и внимательней, т.к. надо учитывать ориентацию углов, различать прямой и дополнительный углы.

Изогональные окружности.

Прежде, чем доказывать теорему о биссектрисах изучим свойства «изогональных окружностей».

Пусть даны две окружности А и В. Окружность С называется изогональной к А и В если угол между А и С равен углу между В и С. Частный случай изогональных окружностей – когда С касается А и В или когда С – ортогональна А и В. Рассмотрение изогональных окружностей приучает нас внимательно относиться к расположению углов и замечать их ориентацию. Мы докажем, что все окружности, изогональные к двум данным А и В – распадаются на два семейства. Одно семейство – ортогонально одной биссектрисе между А и В, другое – другой биссектрисе. Окружности, ортогональные А и В принадлежат обеим семействам сразу. Если же А и В касаются, то у них всего одна биссектриса. Изогональные к ним окружности также распадаются на два семейства. Одно – ортогонально единственной биссектрисе, а другое – все окружности, проходящие через точку касания А и В. Опять-таки – окружности, ортогональные А и В лежат в обеих этих семействах одновременно.
То, что окружности из этих семейств изогональны к А и В доказывается тривиально. Пусть I – какая-то биссектриса между А и В, I(A)=B. Пусть С – ортогональна I, I(C)=C, тогда угол между А и С равен углу между I(A)=B и I(C)=C, т.е. равен углу между В и С, что и требовалось. Если же А и В касаются и С проходит через точку касания А и В:

Рисунок 7.

(Две касающиеся в точке Р окружности А и В, окружность С, проходящая через Р, общая касательная прямая в точке Р окружностей А и В.)

Всякая окружность С, проходящая через Р пересекает А и В под тем же углом, что и их общую касательную прямую. Это аналогично тому, что всякая прямая пересекает пару параллельных прямых под одним углом. что и требовалось.

Нам осталось доказать, что всякая окружность, изогональная к двум данным А и В – принадлежит к одному из описанных семейств. Сначала рассмотрим случай, когда А и В – не касаются. Заметим, что нам достаточно доказать, что на всякой изогональной к А и В окружности С есть пара точек, сопряженных друг с другом относительно какой-то биссектрисы между А и В.

Сначала заметим, что если С касается А и В, то всякая окружность, проходящая через точки касания – изогональна к А и В.

Рисунок 8.

(Окружности А и В, окружность С касающаяся А и В, окружность С1, проходящая через точки касания А с С и В с С.)

Т.к. С и А касаются то С1 изогональна к С и А, т.к. С и В касаются, то С1 изогональна к С и В. Значит С1 изогональна к А и В. Что и требовалось. Приведем другое доказательство. В ст. 3 было доказано, что касающиеся А и В окружности ортогональны одной из биссектрис между А и В, точки касания сопряжены относительно этой биссектрисы, следовательно С1, проходящая через эти точки касания будет ортогональна этой биссектрисе.  А мы только что доказали, что окружности, ортогональные биссектрисе между А и В – изогональны к А и В. что и требовалось.
Ориентация и расположение углов.

Прежде чем двинуться дальше, необходимо заметить простые свойства ориентации (расположения) углов. Начнем с геометрии прямых. Пусть есть три прямые Н, Т, К пересекающиеся в точке О и мы знаем, чему равны углы между Н1 и Т и между Т1 и К. Тогда угол между Н1 и К равен или сумме или разности этих углов, в зависимости от их ориентации. Ориентацией я называю направление вращения точки О при движении от одной прямой к другой по известному углу. Точно также обстоит дело и с тремя окружностями, пересекающимися в одной точке. Но, в геометрии окружностей есть феномен, которого нет в геометрии прямых. у двух окружностей Н и Т – есть вторая точка пересечения. И, если мы рассмотрим ориентацию того же угла между Н и Т во второй точке пересечения – они будет противоположна ориентации в первой точке пересечения!

Рисунок 9.

(Две пересекающиеся в точках О и О1 окружности Н и Т. Стрелки показывают направление движения от Н к Т вблизи точек пересечения (Стрелки идут по меньшему углу между Н и Т))

Т.е. точки вблизи О будут вращаться в одну сторону, а вблизи О1 – в другую. Разумеется, есть и переходный случай – когда эти точки движутся по прямой, а у прямой – нет ориентации! поэтому в случае окружностей, говоря про ориентацию угла между окружностями нужно добавлять – в какой точке пересечения мы ее определяем. Заметим еще одно. Если угол между Н и Т равен 90 градусов (Н и Т ортогональны), то нет возможности говорить об ориентации угла. Ведь этот угол равен своему дополнительному.
Вернемся к изогональным окружностям. Пусть окружность С изогональная А и В пересекает окружность А и в точках А1 и А2, окружность В в точках В1 и В2. Мы докажем сейчас, что С – ортогональна какой-нибудь биссектрисе между А и В. Не будем пока интересоваться точкой А2. Рассмотрим ориентацию угла между А и С в точке А1 и ориентации равных ему по величине углов между В и С в точках В1 и В2. Поскольку последние две ориентации – противоположны друг другу, то одна из них совпадает с ориентацией угла между А и С в точке А1, а другая – противоположна. Выберем из точек В1 и В2 ту, в которой ориентация угла между В и С противоположна ориентации угла между А, С в точке А1. Пусть это точка В1.

Проведем через А1 и В1 произвольную окружность D и покажем что она – всегда изогональна к А и В.

Рисунок 10.

(Окружности А и В, окружность С, пересекающая их в точках А1 и В1 – выбранных, как было описано выше, – окружность D, проходящая через точки А1, В1).
Рассмотрим углы между А и D , D и С и между А и С и их ориентации в точке А1. Пусть например, ориентация угла между С и D та же что и между А и С. Тогда угол между А и D равен их сумме. Теперь рассмотрим углы и их ориентации в точке В1. Угол между В и С, по выбору точки В1 имеет ориентацию противоположную ориентации угла между А и С, угол между С и D имеет ориентацию, противоположную той, что имеет в точке А1 (т.к. окружности С и D пересекаются в точках А1 и В1 и ориентации этого угла противоположны в этих точках). Значит угол между В и D равен углов между В и С и между С и D. Т.к. угол между В и С равен углу между А и С то из приведенного следует, что угол между А и D равен углу между В и D. Что и требовалось.

Если же ориентация угла между С и D  противоположна в точке А1 ориентации в этой же точке угла между А и С, то угол между А и D равен разности угла между А и С и угла между С и D. В точке В1 соответствующие ориентации – обе изменятся на противоположные и поэтому останутся противоположны друг другу. Угол между В и D поэтому будет равен разности между углами В с D и С с D. Отсюда опять-таки получим, что угол между B и D равен углу между А и D. Что и требовалось.

Теперь проведем через точки А1 и В1 окружность D1, касающуюся А в точке А1. по доказанному D1 образует с В тот же угол, что и с А, т.е. – касается окружности В в точке В1. Мы уже доказали (ст. 3), что окружность, касающаяся А и В ортогональна какой-то их биссектрисе, и что точки их касания – сопряжены относительно этой биссектрисы. Следовательно А1 и В1 сопряжены относительно какой-то биссектрисы между А и В, и все окружности, проходящие через эти точки – ортогональны этой биссектрисе, следовательно – окружность С тоже ей ортогональна. Что и требовалось.

Если А и В касаются и С изогональна им, то, если с не проходит через общую точку касания все наши рассуждения переносятся без ущерба. (с небольшими модификациями). Итак, мы доказали, что окружности, изогональные двум данным – ортогональны одной из биссектрис или (если данные окружности касаются) – проходят через точку их касания.

Теорема о пересечении биссектрис трех окружностей и неевклидовы геометрии.

Пусть даны три произвольные, не касающиеся друг друга окружности и D1 – какая-то биссектриса между А и В, а D2 – какая-то биссектриса между В и С. Теорема утверждает, что одна из двух существующих биссектрис между А и С обязательно лежит в пучке, образованном D1 и D2. Доказательство.
Рассмотрим пучок окружностей, ортогональных D1 и D2. Все окружности этого пучка изогональны и к А и В и к В и С. в самом деле, пусть О – какая-то окружность этого пучка. D1(O)=O, D1(A)=B следовательно угол между О и А равен углу между О и В. D2(O)=O, D2(B)=C, следовательно угол между О и В равен углу между О и С. Из этих равенств следует, что угол между О и А равен углу между О и С (транзитивность равенства). Это означает, что О изогональна и к А и С. Из доказанного следует, что О – ортогональна какой-то биссектрисе между А и С. Проведем еще О1 и О2 из пучка, ортогонального к D1 и D2, каждая из них изогональна к А и С и потому будет ортогональна какой-то биссектрисе между А и С. Т.к. из трех окружностей О, О1, О2 – каждая ортогональна одной из двух биссектрис между А и С, следовательно какая-то из биссектрис между А и С ортогональна двум из этих трех окружностей, следовательно, эта биссектриса лежит в том же пучке, что D1 и D2. Что и требовалось. Предоставляю читателю самостоятельно разобрать случай, когда среди А, В, С – есть касающиеся окружности.

Вернемся к нашей модели разных геометрий. Согласно ей, три окружности А, В, С – прямые (неизвестно какой геометрии, Римана, Лобачевского или Евклида). Тем самым мы доказали, что в любом треугольнике – любой геометрии – биссектрисы пересекаются. Правда, требуется установить, какие именно биссектрисы!
Ранее доказав, что изогональные окружности ортогональны биссектрисе, мы доказали в терминах нашей модели (любой геометрии!), что в треугольнике, углы при одной из сторон которого равны – биссектриса противоположного угла ортогональна этой стороне. правда, и здесь требуется уточнить, какие именно углы равны.

Итак, мы видим, что предложенная модель позволяет вполне эффективно доказывать теоремы неевклидовых (и евклидовой) геометрий одновременно.
Статья 8.
Завершение задачи Аполлония и другие задачи на построение. 
Краткое содержание статьи.
В статье завершается рассмотрение задачи Аполлония и рассматриваются однотипные задачи на построение ортогональных и касающихся окружностей. Приводится метод быстрого построения изогональных окружностей (см ст. 7).
Выясняется, когда композиция трех инверсий лежащих в одном пучке может быть мнимой инверсией и с помощью этого выясняется, сколько в каких случаях можно провести окружностей О, касающихся данных А, В, С. Приводится скромный геометрический анализ алгебраических результатов.

Возвращение к задаче Аполлония (с того места, как мы оставили ее в ст. 6)
Вернемся к задаче о проведении окружности О, касающейся трех данных А, В, С. По условию, О образует одинаковый (нулевой) угол с тремя окружностями А, В, С, иначе говоря – является изогональной к ним (см. ст. 7). Отсюда следует, что О – ортогональна каким-то двум биссектрисам: D1 между А и В, и D2 между В и С (а по теореме статьи 7 о биссектрисах – и что какой-то биссектрисе между А и С). Для не читавших статью 7, докажу здесь, что если О ортогональна D1 и D2, то угол между О и А равен углу между О и В и между О и С.
Угол между О и А равен углу между D1(O)=O и D1(A)=B, т.е. углу между О и В, угол между О и В равен D2(O)=O и D2(В)=С, т. е углу между О и С, что и требовалось. 

Окружности, ортогональные D1 и D2 – образуют некоторый пучок. поэтому задача сводится к нахождению в данном пучке окружности, касающейся данной. прежде чем решить эту, не очень сложную задачу (собственно один из вариантов ее решения уже предложен в ст. 1), мы разберем ряд однотипных задач на построение касательных или ортогональных окружностей. Некоторые из них будут тривиальны, а некоторые – содержат изюминку. Поскольку мы занимаемся геометрией окружности, то исходными операциями будут: инверсия, проведение окружностей через три точки, нахождение общих точек двух окружностей. Мы не будем проводить прямые и находить центры окружностей для решения этих задач.

Однотипные задачи на построение.

Я буду нумеровать задачи буквами латинского алфавита. Но прежде чем приступить к списку напомню решение совсем простой задачи, настолько простой и важной, что ее надо помнить отдельно. О ней уже писалось в ст. 3 и 4. Именно: проведение окружности, проходящей через данную точку и лежащую в данном пучке.
Решение. Возьмем две произвольные окружности пучка. Проведем две окружности, ортогональные им, проведем через данную точку окружность, ортогональную этим двум. Она будет лежать в том же пучке, что и две исходные окружности. Что и требовалось. Заметим, что если исходный пучок – действительный, то можно просто провести окружность через данную точку и точки пересечения двух произвольных окружностей пучка (что, разумеется, проще, чем описанное построение), а если пучок – касающийся, то можно провести окружность через данную точку, касающуюся двух произвольных окружностей пучка (это уже не так просто, проведение касательных окружностей). Но если пучок мнимый – предложенное первоначально решение наиболее удобно. Кроме того, оно удобно тем, что позволяет решить задачу одним способом для пучков любых типов.

Итак, задачи на построение. Многие задачи из списка уже обсуждались и не раз. Но удобно собрать материал в одном месте.

А. Построение окружности, ортогональной данной окружности О и проходящей через две данные точки Р1 и Р2. Решение: проводим окружность через Р1, Р2, О(Р1).
В. Тоже самое, но Р1 лежит на О. Решение: проводим окружность через Р1, Р2, О(Р2).

С. Построение окружности, касающейся О в данной точке Р1 и проходящей через данную точку Р2. Решение: проведем окружность О1 через Р1 и Р2, ортогональную О (см. пункт В), выберем точку Р3 не лежащую на ней и О и проведем окружность О2, ортогональную О через точки Р3 и Р1. Теперь проведем О3, ортогональную О2 и проходящую через Р1 и Р2. О3 и будет искомой. Доказательство: О, О2, О3 – проходят через Р1, О2 – ортогональна О и О3, следовательно О и О3 касаются в Р1. (по аналогичной причине О1 касается О2 – обе они ортогональны О).

Рисунок 1.

(Все описанные выше окружности и точки)

D. Построение окружности, ортогональной О и проходящей через Р1 и Р2, когда Р1 и Р2 – обе лежат на О. Решение. Метод пунктов А и В не работает, т.к. теперь О(Р1)=Р1, О(Р2)=Р2 и мы не получаем третьей точки, чтобы через нее и Р1 и Р2 провести искомую окружность. поэтому мы сначала построим какую-нибудь окружность О1, касающуюся О в точке Р1 (пункт С) и проведем, пользуясь пунктом В окружность О2, ортогональную О1, через Р1 и Р2. Т.к. О1 касается О в точке Р1, то О2 будет искомой. Алгоритм: берем произвольную точку Р3, не лежащую на О, проводим окружность К через Р1, Р3, О(Р3), К ортогональна О. Берем произвольную точку Р4, не лежащую на К и О и проводим окружность О1 через Р4, К(Р4), Р1 – О1 касается О в точке Р1. Проводим окружность О2 через точки Р2, Р1, О1(Р2), она и будет искомой. 

Построения в этом и предыдущем пункте имеют полезную аналогию в геометрии симметрий прямых: если нам надо построить прямую, проходящую через данную точку, и параллельную данной прямой, то мы можем взять произвольную точку, отразить ее относительно данной прямой, провести через полученную пару точек прямую, отразить относительно нее данную точку и через полученную пару точек провести прямую. Они и будет искомой.

Теперь мы переходим к рассмотрению пучков.

Е. Дан действительный пучок и окружность О. Построить окружность, ортогональную данной окружности О и входящую в этот пучок. Решение: т.к. действительный пучок это совокупность окружностей, проходящих через две данные точки Р1 и Р2, то задача уже решена в пунктах А., В., D. (в зависимости от того, лежат ли точки Р1 и Р2 на О).

F. Дан мнимый пучок, оба центра которого Р1 и Р2 – не лежат на окружности О. Построить окружность, входящую в этот пучок и ортогональную О. Решение:

Рисунок 2.

(Окружность О, окружности О1 и О2, проходящие через точки Р1 и Р2 и пересекающие О. Р1 и Р2 лежат по одну сторону от О)

Строим, как указано в ст. 6 окружность О3, ортогональную трем окружностям Лобачевского О, О1, О2. Т.к. О3 ортогональна О1 и О2, то она лежит во мнимом пучке с центрами в Р1 и Р2. По построению – она ортогональна О. что и требовалась, О3 – искомая окружность.

Если О разделяет точки Р1 и Р2, то три окружности О, О1, О2 – Римановы окружности и им всем ортогональна мнимая инверсия, у которой нет неподвижной окружности.  в этом случае существует искомая инверсия, но не существует искомой окружности (или это – мнимая окружность).

G. То же самое, но ровно один из центров мнимого пучка лежит на окружности О. Решение: в этом случае нет ни окружности ни инверсии (действительной или мнимой) из данного пучка и ортогональной О. (Если не считать, как мы делали в ст. 5 – сам центр пучка «маленькой инверсией»). Доказательство. Пусть I – искомая инверсия, а P1 – тот центр пучка, который лежит на О. по определению мнимого пучка I(Р1)=Р2. I(P1) должно лежать на О, т.к. I по предположению ортогональна О. Но по условию только один центр пучка лежит на О, поэтому Р2 не может лежать на О. Противоречие. Следовательно, искомой I не существует. Что и требовалось.
H. Тоже самое, но О проходит через Р1 и Р2. Решение: тогда О ортогональна любой окружности данного пучка.

I. Дан касающийся пучок окружностей и окружность О, построить окружность из этого пучка, ортогональную О. Решение. Пусть А и В – две окружности из касающегося пучка, Р – точка их касания. Окружность, проходящая через О(Р) и касающаяся В в точке Р и будет искомой (она ортогональна О, т.к. проходит через симметрично относительно О точки: Р и О(Р)). Построение такой окружности см пункт С. (Если Р лежит на О, то либо О ортогональная всем окружностям данного пучка, либо – ни одной.)
Теперь мы будем решать задачи про окружности в пучках, касающиеся данной окружности О. Будет использоваться один и тот же прием: находится окружность Н, ортогональная О и всем окружностям данного пучка. Две окружности данного пучка, проходящие через точки пересечения О и Н и будут искомыми. Вспомним, что именно к этой задаче нас привела Задача Аполлония.

J. Построить окружность, лежащую в мнимом пучке с центрами Р1 и Р2 и касающуюся данную О. Решение.

1. пусть ни Р1 ни Р2 не лежат на О.

Рисунок 3.

(Окружность О, точки Р1 и Р2, окружность Н, проходящая через Р1 и Р2 и ортогональная О, точки пересечения Н и О – Q1 и Q2).

Проведем через Q1 окружность О1, лежащую в данном мнимом пучке – она будет искомой. Также окружность О2, проходящая через Q2 и лежащая в данном мнимом пучке – будет искомой. Таким образом существуют два решения задачи. Доказательство.

Окружность Н ортогональна всем окружностям мнимого пучка с центрами в Р1 и Р2 (т.к. проходит через центры пучка), следовательно О1, окружность этого пучка – также ортогональна Н. Но Н ортогональна и О и все три окружности О, О1 и Н проходят через точку Q1. Следовательно О касается О1. Что и требовалось. Тоже самое и про О2.

Мы доказали, что О1 и О2 – искомые окружности. Докажем, что других окружностей, удовлетворяющих условию нет. Пусть I лежит в данном пучке и касается О. Проведем через центры пучка окружность и точку касания О с I окружность Н. Т.к. Н проходит через центры пучка, Н – ортогональная I, т.к. I и О касаются – Н ортогональна О. Значит I проходит через точку пересечения О с окружностью, ортогональной О и всем окружностям данного пучка. Такая окружность единственна. Что и требовалось.

2. Один из центров пучка лежит на О. В этом случае есть только одна окружность, касающаяся О и входящая в данный мнимый пучок. Предлагаю самостоятельно модифицировать рассуждения п. 1.

3. Оба центра лежат на О. Тогда О ортогональна  все окружность данного пучка, следовательно в нем нет окружностей, касающихся О.
Заметим, что решение задачи не зависит от того, разделяет О Р1 и Р2 или нет.

K. Построить окружность, лежащую в действительном пучке с центрами Р1 и Р2 и касающуюся данную окружность О. Решение (когда она существует!). Решение аналогично предыдущему случаю. Проводим окружность Н, ортогональную всем окружностям пучка и О, пересекающую окружность О в точках Q1 и Q2. Окружности О1 и О2, проходящие соответственно через Q1, P1, P2 и Q2, P1, P2 – и будут искомыми.

1. Р1 и Р2 лежат по одну сторону от О.

Н лежит в мнимом пучке с центрами Р1 и Р2. Проводим Н, пользуясь пунктом F. Доказательство того, что получающиеся О1 и О2 – единственное решение задачи аналогично пред. случаю.

2. Р1 и Р2 лежат по разные стороны от О. В этом случае инверсия, ортогональная данному пучку и окружности О – мнимая (см. пункт F.) у нее нет неподвижных точек и поэтому – не может быть точек пересечения с О. Задача не имеет решения. Это тривиально доказать иначе: если О разделяет Р1 и Р2, то всякая окружность, проходящая через Р1 и Р2 – пересекает О и потому не касается ее.

3. Один из центров пучка лежит на О. В это случае мы не можем провести требуемой окружности Н. Тем не менее существует одна и только одна окружность, проходящая через Р1 и Р2 и касающаяся О. См пункт С.
4. Если Р1 и Р2 оба лежат на О, то искомой окружности не существует.

L. Дан касающийся в точке Р пучок окружностей, найти окружность пучка, касающуюся данную окружность О. Решение. Проведем окружность Н, ортогональную всем окружностям данного пучка следующим образом: через точки Р, О(Р), О1(О(Р)), где О1 – произвольная окружность данного пучка. Она ортогональна О, т.к. проходи через пару сопряженных относительно О точек, она ортогональна О1, т.к. проходит через пару сопряженных с О1 точек и т.к. она проходит через Р и ортогональна одной окружности пучка, то она ортогональна всем окружностям касающегося пучка. Далее действует аналогично пред. случаям.

Если центр пучка Р лежит на О, то либо О сама лежит в этом пучке, либо не касается ни одной окружности из него.

Наш список закончен.

Построение изогональных окружностей к трем данным А, В, С и завершение задачи Аполлония.

Последние пункты исчерпывают задачу Аполлония. Повторим: мы выбирает две какие-то биссектрисы D1 и D2 между А и В и между В и С. Строим окружность из пучка, ортогональному пучку (D1, D2) касающуюся А (или В, или С). Таких окружностей в общем случае две. Она автоматически касается всех остальных, т.к. изогональна ко всем трем окружностям А, В, С. Поскольку эти две биссектрисы можно выбрать 2x2=4 способами, то всего окружностей, касающихся данных А, В, С – 4х2=8. Как геометрически осмыслить предложенный метод решения задачи Аполлония?

Начнем с несложного, но интересного случая: ищем окружность, касающуюся А, В, С, которые сами все касаются друг друга. В этом случае между любой парой исходных окружностей – всего одна биссектриса. Т.к. любая из трех окружностей изогональна к двум оставшимся (касается их), то она ортогональна биссектрисе между двумя другими.. Поэтому каждая биссектриса меняет местами точки касания противоположной окружности с двумя другими. И оставляет неподвижной оставшуюся из трех точек касания (т.к. просто проходит через нее) Это случай расположения точек касания окружностей и биссектрис рассмотрен в теореме о тройственной симметрии (ст. 3). Из этой теоремы следует, что все биссектрисы пересекаются под углом 60 градусов.

Можно построить биссектрису напр., между А и В как окружность из касательного пучка, ортогональную данной С, пользуясь п. I списка. Т.к. биссектриса сама ортогональна противоположной окружности, то достаточно найти ее точки пересечения с ней и выбрать из этих пар по точке и провести две окружности О1 и О2, касающиеся А, В, С.

Рисунок 4.

(Три касающиеся друг друга окружности А, В, С, три биссектрисы между ними D1, D2, D3, пересекающиеся между собой в двух точках, окружность О, ортогональная А, В, С, точки пересечения биссектрис с окружностями А, В, С и две окружности, проведенные через эти точки. Эти окружности касаются А, В, С и сопряжены относительно О.)
Заметим, что мы можем искать окружность, касающуюся А и В, и С в пучке (В, С) и касающуюся А. Такие окружности в этом пучке есть, это – В и С. Так что они не дают нам новых окружностей, а касается ли окружность сама себя – вопрос скорее философский.

Мы видим, что в этом случае предложенный алгоритм решения задачи Аполлония работает успешно и удобно. Успешно он работает всегда, но не всегда его можно назвать «удобным». Пусть, например, среди окружностей есть непересекающиеся. Тогда появятся мнимые биссектрисы. Находить центры пучка, заданного мнимыми биссектрисами – не очень-то удобно. Как это можно сделать? Чтобы найти центр мнимого пучка, заданного инверсиями (действительным или мнимыми) S и T – можно провести две любые окружности, ортогональные S и T. Точки пересечения этих окружностей и будут центрами пучка (S, T). Ортогональную окружность мы построим взяв произвольную точку Х и проведя окружность через Х, S(X), T(X) – заметим, что для этого нам не нужно знать действительные или мнимые S и T, знать неподвижные окружности этих инверсий.
Пусть теперь S и T – биссектрисы между А и В и между В и С. Мы выберем Х лежащей на окружности А. Тогда S(X) и T(X) можно найти, проведя окружности О1 и О2, ортогональные соответственно А и В; В и С через точку Х. Пусть О1 пересекает В в точках В1 и В2, О2 пересекает С в точках С1 и С2.

Рисунок 5.

(Три непересекающиеся окружности А, В, С, точка Х на А, окружность О1, проходящая через Х и ортогональная А и В, окружность О2, ортогональная А и С и проходящая через Х. В1 и В2 – точки пересечения О1 с В, С1, С2 – точки пересечения О2 и С.)
Заметим, что окружности О1 и О2 – касаются друг друга, т.к. ортогональны окружности А и обе проходят через точку Х, лежащую на А. Как нетрудно показать (ст. 3, 6), под действием S точка Х перемещается по О1 и S(Х) равна одной из двух точек пересечения О1 с В – В1 или В2. Указав, чему равна S(X) мы указываем, какую из двух возможных биссектрис между А и В мы выбрали (см. ст. 6). Аналогично, указав чему равна Т(Х) – С1 или С2 мы указываем, какую биссектрису между А и С мы выбираем.
Теперь заметим, что окружность Х, В1, С1 – ортогональна каким-то двум биссектрисами (одна между А и В, вторая – между А и С). Ведь пара точек Х, В1 – сопряжена относительно биссектрисы между А и В, пара точек Х, С1 – сопряжена относительно биссектрисы между А и С. Точно также, еще каждая из трех окружностей: Х, В1, С2; Х, В2, С1; Х, В2, С2 – ортогональна каким-то двум биссектрисам между А и В и между А и С. Заметим, что отсюда следует что все эти четыре окружности – изогональны к А, В и С (образуют со всеми ними равные углы).
Для того, чтобы найти центр пучка, образованных биссектрисами между А и В и между А и С – надо построить в каждом из четырех случаев – еще одну окружность, ортогональную паре биссектрис. Для этого мы выберем точку Z на А  и проделать с ней аналогичные операции. Мы получим четыре окружности, каждая из которых ортогональна какой-то паре биссектрис между А и В и между А и С. Но вот указать, какие из этих четверок окружностей ортогональны одной и той же паре – не всегда просто. по крайней мере – это не назовешь удобным.

Можно поступить иначе. Т.к. А, В, С – не пересекаются, то существует окружность I ортогональная им всем. Она будет ортогональна и всем биссектрисам. Как ее построить – см. ст. 6. Точки пересечения I с построенными нами четырьмя окружностями, проходящими через Х – и будут центрами пучков соответствующих пар биссектрис. А если какая-то окружность из этой четверки не пересекает I – значит отвечающая за эту окружность пара биссектрис (та, которой она ортогональна) – сама пересекается, образуя действительный пучок. Так мы находим центры мнимых пучков, образованных биссектрисами.
Искомая, касающаяся А, В, С окружность лежит в пучке, ортогональном пучку биссектрис. Т.к. в рассматриваемом нами случае – пучок биссектрис мнимый, то касательная окружность лежит в действительном пучке. Мы пользуемся пунктом К. 
Небольшое применение теории групп приводит к большому упрощению.

Во всех наших построениях решающую роль играет окружность из пучка двух биссектрис, ортогональная одной из трех исходных окружностей А, В, С. Сейчас мы выразим алгебраически инверсию, которую она осуществляет. Пусть S – биссектриса между А и В, Т – биссектриса между А и С. По теореме о биссектрисах – одна из двух биссектрис между В и С лежит в том же пучке, что  S и Т. Обозначим эту биссектрису Н. По теореме об инверсиях в одном пучке – любая композиция S, Т и Н – снова инверсия (и находящаяся в том же пучке). Рассмотрим действие F=T*H*S на окружность А. S(A)=B, H(B)=C, T(C)=A (по определению биссектрис). Следовательно F(A)=A или FAF=A, т.е. F коммутирует (ортогональна) А. Последовательное действие трех биссектрис возвращает А на свое место. Это происходит, какие бы три биссектрисы, существующие между А, В и С мы бы не выбрали. Поскольку мы выбрали Н так, что она в пучке S, T то F – инверсия (действительная или мнимая). F – ортогональна А, т.е. F и если существует неподвижная окружность инверсии F (т.е. F – действительная инверсия), то эта окружность и есть нужная нам окружность из пучка биссектрис ортогональная А, через точки пересечения ее с А и проходит касающаяся А, В, С окружность.

Отсюда мы уже можем сделать полезный вывод: если F=T*H*S – мнимая инверсия, то нужной нам окружности, касающейся А, В, С – не существует, т.к. у F и А – нет точек пересечения, у F – вообще нет неподвижных точек. См. пункт К, часть 2.

Пусть F – действительная инверсия. Воспользуемся равенством F=T*H*S для нахождения точек пересечения F и А (если воспользоваться терминологией ст. 5, то F*A= F=T*H*S*A – биплетная симметрия с концами в искомых точках), т.к. F и А – ортогональные инверсии. Проведем окружность I, ортогональную А, В, С (мы предполагаем, что окружности А, В, С – окружности Лобачевского, если они Римановы, то построение биссектрис не трудно и центры их пучков также легко найти, см. ст. 1). I ортогональна также всем биссектрисам, следовательно I ортогональна и F. Пусть А1 и А2 – точки пересечения I c А, т.к. I и А ортогональны F, то F(A1)=A2. Пусть Х – произвольная точка на А. Т.к. F(X)=T(H(S(X))), то мы можем найти F(X) используя прием, аналогичный рис. 5
Рисунок 6.

(Окружность А, ортогональные ей и друг другу окружности I и F, точки пересечения I и А – А1 и А2, точки пересечения F и А – F1 и F2, точка Х и точка F(X). Окружность W, ортогональная А и проходящая через Х и F(X). Окружность Z,  проходящая через точки F1 и F2.)
Окружность W ортогональна F, т.к. проходит через пару сопряженных относительно F точек. Окружности W и I образуют пучок, ортогональный F и А, значит любая окружность, ортогональная W и I проходит через точки пересечения F и А. Проведем эту окружность Z и получим точки искомые точки F1 и F2, через которые и можно провести окружности, касающиеся А, В, С. Теперь покажем, как строить точку F(X)=T(H(S(X))).

Рисунок 7.

(Три непересекающиеся окружности А, В, С. Точка Х на окружности А, окружность О1, ортогональная А и В, пересекающая В в точках В1 и В2. Окружность О2, проходящая через В1 и ортогональная В и С – она касается окружности О1 в точке В1. Точки пересечения О2 с С – С1 и С2.)

S(X) – или В1 или В2. Мы можем выбрать произвольно из этой пары точку, пусть это будет В1. Проведем через В1 описанную на чертеже  окружность О2 ортогональную В и С, пересекающуюся с С в точках С1 и С2. Н(S(X)) это или С1 или С2, мы можем выбрать произвольно. Проведем теперь через три выбранные точки X, Н(Х) и S(H(X)) окружность W. Она ортогональна S и Н поэтому ортогональна и T  и F, поэтому F(X) лежит на W. Но F(X) лежит и на А, следовательно F(X) – точка пересечения W и А. Если F(X)=X, то Х – искомая точка, мы нашли неподвижную точку, W будет касаться A  и будет искомой окружностью, касающейся А, В, С. Если же W не касается А, то точка пересечения W c А, отличная от Х и будет искомой F(X). Построение удобно тем, что не требует выбора третьей биссектрисы и по сути, не требует и проведения биссектрис. Они присутствуют лишь в доказательствах. Кроме того мы привели простой способ построения окружностей, изогональный к данным А, В, С.
Алгоритм для задачи Аполлония.

Резюмируем проделанную работу. Опишем алгоритм построения окружности, касающейся данных А, В, С. Точнее, алгоритм нахождения касания этой окружности с одной из трех данных, напр. с А.

1. Возьмем произвольную точку Х на А. Проведем через нее окружность, ортогональную А и В. Из двух точек пересечения этой окружности с В выберем любую.
2. Из выбранной точки проведем окружность, ортогональную В и С. Из двух точек ее пересечения с С – выберем любую.

3. Проведем окружность G через Х и две выбранные в п. 1 и 2 точки. Обозначим вторую точку пересечения этой окружности с А – Y. (Если проведенная окружность G касается А, то она касается и В и С).

4. Проведем окружность I, ортогональную А, В, С. Она пересечет окружность а в точках I1 и I2.

5. Проведем окружность W через I1 и I2, ортогональную А и окружность V через Х и Y, также ортогональную А.

6. Если W и V пересекаются, то искомых точек нет (F – задает мнимую инверсию). Надо попробовать иначе выбрать точки из пар пересечения D и C с ортогональными им окружностями (пп. 1. и 2.).

7. Если W и V не имеют общих точек, то центры мнимого пучка, образованного W и V и будут искомыми.

Примечание. Проведение окружности I, ортогональной А, В, С может быть довольно громоздко. Кроме того, она существует только если А, В, С – окружности Лобачевского.. Можно обойтись и без него: взять еще одну точку X1 на А, выполнить построения пп. 1-3. Полученную точку обозначим Y1. Далее строим окружность W не на точках I1, I2, а на точках X1, Y1. Пункты 6 и 7 оставляем без изменений. 

Заметим, что в предложенном алгоритме совсем не говорится о биссектрисах, что сильно упрощает построение.
Алгоритм находит точки касания окружности О (касающихся данных А, В, С) с окружностью А. Точнее, он находит две точки касания окружности А с окружностями О1 и О2, каждая из которых касается еще и окружностей В и С. При этом О1 и О2 симметричны относительно окружности, коммутирующей с А, В, С. чтобы построить окружности О1 и О2 надо найти еще их точки касания с окружностями В и С. Проще всего это сделать, инвертировав полученные точки касания относительно использованных биссектрис S и H. Это можно сделать, напр., как и ранее: через построенную точку провести окружность, ортогональную А и В и т.п. Можно найти точки касания с В и С и по-другому, просто выполнив предложенный алгоритм на этих окружностях. но тут важно не ошибиться в биссектрисах, чтобы не получить на В и С точки других окружностей, также касающихся А, В и С.
Заметим еще, что, как было сказано F=T*H*S – инверсия, ортогональная А, и F1=S*T*H – инверсия, ортогональная В, F2=H*S*T – инверсия, ортогональная С. Теперь, пользуясь этими равенствами (достаточно первого F=T*H*S), выясним, когда искомой окружности не существует. Как было показано, ее нет, когда инверсия F – мнимая. Когда же F – мнимая?

Теорема о композиции инверсий одного пучка.

Каковы бы не были инверсии T, H, S, лежащие в одном пучке, их композиция будет мнимой инверсией тогда и только тогда, когда среди этих инверсий одна или три – мнимые. Доказательство.
1. Если композиция T*H*S – мнимая инверсия, то все эти инверсии лежат во мнимом пучке (т. к. в действительном или касающемся пучке не существует мнимых инверсий).
2. Композиция трех действительных инверсий одного пучка – всегда действительная инверсия.
3. Композиция двух мнимых инверсий – всегда действительная инверсия. (В этом можно убедиться на пучке концентрических окружностей, см. ст. 4, когда эта композиция есть подобие).
4. Поэтому если среди Н и S – мнимые инверсии или T и H –мнимые инверсии, а оставшаяся инверсия – действительная, то T*H*S – действительная инверсия, поскольку мы можем заменить композицию двух мнимых инверсий двумя действительными, то вся композиция сведется к композиции трех действительных инверсий, которая всегда действительна.
5. Если T и S – мнимые, а H – действительная, то мы не можем просто переставить из в композиции T*H*S. Но можно воспользоваться понятием о сопряженных элементах группы движений (см. ст. 5) Рассмотрим композицию К=S*T*H. К – действительная инверсия, т.к. S и T – мнимые. подействуем на неподвижную окружность инверсии К инверсией S. Получим инверсию S*(S*T*H)*S-1= T*H*S (раскрыли скобки и воспользовались инволютивностью S). Т.к. К – действительная инверсия, то и S(K) – действительная инверсия, что и требовалось.
6. Докажем, что если в композиции всего одна мнимая инверсия, напр. Н, то результат – мнимая инверсия. Докажем от противного. Пусть результат – действительная инверсия К. К=T*H*S, следовательно H=T-1*K*S-1=T*K*S справа – композиция трех действительных инверсий, значит, H – тоже действительно. Противоречие.
7. Композиция трех мнимых инверсий по п. 3 сводится к композиции, где всего одна мнимая инверсия и две действительных. А эта композиция, по пред. пункту – мнимая. Что и требовалось.
Мы перебрали все случаи и убедились, что T*H*S будет мнимой инверсией, только если среди трех биссектрис одна мнимая или все три мнимые.

Геометрические выводы.
Пользуясь приведенными рассуждения, найдем единственный нетривиальный случай, когда искомой окружности О, касающейся трех данных А, В, С – не существует.
Это должно быть таким расположением окружностей А, В, С, что для всех случаев выбора биссектрис H и S (оставшаяся биссектриса между А и С выбирается автоматически, это та, которая лежит в пучке первых двух выбранных) композиция T*H*S – мнимая. Но как ее выбрать? Если она фактически не проведена на чертеже и мы не видим точек пересечения биссектрис. Для этого я воспользуюсь одним простым свойством: пусть три биссектрисы образуют пучок. Заменим первые две из них на вторые возможные биссектрисы. Тогда оставшаяся, третья биссектриса – будет лежать в одном пучке с замененными. А если мы заменим всего одну (или все три биссектрисы) – то получившиеся три биссектрисы не могут лежать в одном пучке. Свойство не трудно доказать, я не буду сейчас это делать. Обозначу это «правило замены» (!).

Обозначим Т1 и Т2 – две возможные биссектрисы между А и С, S1 и S2 – две возможные биссектрисы между А и В, Н1 и Н2 – между В и С. Если нам известен какой-то один случай, когда биссектрисы образуют пучок, то пользуясь только правилом (!) мы можем найти все остальные возможные случаи. Пусть, например, Т1, S1, Н1 – в одном пучке. Тогда, по (!) Т2, S2, Н1 – в одном пучке и Т2, S1, Н2 – в одном пучке, и T1, S2, H2 – в одном пучке. Т.е. любые две биссектрисы с индексом 2 (не входящие в первый пучок) и одна биссектриса с индексом 1 (входящая в первый пучок) – лежат в одном пучке. Если мы применим правило (!) к какой-то перечисленной тройке биссектрис, то получим уже перечисленный случай. Заметим, что точно также выбираются биссектрисы треугольника.
Прежде всего покажем, что если какие-то две окружности, например, В и С пересекаются, то, как бы не было расположена А (кроме того случая, когда А в одном пучке с В и С) – существует О, касающаяся А, В, С. Условие, что В и С пересекаются равносильно тому, что их биссектрисы Н1 и Н2 – обе действительны. Выберем из Т1 и Т2 и S1 и S2 – по одной действительной биссектрисе (одна действительная биссектриса есть между любыми окружностями). Какая бы из двух биссектрис Т1 или Т2 не лежала бы в пучке, образованном выбранными биссектрисами – она будет действительной. поэтому у нас имеются три действительные биссектрисы в одном пучке, их композиция действительна, следовательно, искомая окружность О существует.
Пусть все три А, В, С – не пересекаются. в этом случае между каждой парой окружностей – одна мнимая биссектриса и одна действительная. Пусть все действительные биссектрисы имеют индекс 1, а все мнимые – 2. Предположим, что все действительные биссектрисы – лежат в одном пучке. в этом случае: T1*S1*H1 – инволютивно и действительно. Тогда T2, S2, H1 – в одном пучке, и Т2, S1, Н2 – в одном пучке, и Т1, S2, Н2 – в одном пучке. Все четыре композиции T1*S1*H1, T2*S2*H1, T1*S2*H2 – действительны: в первой вообще нет мнимых инверсий, в остальных их по две. Каждая из четырех композиций дает нам свою высоту, опущенную на А и свою пару окружностей, касающихся А, В, С. Таким образом мы получили восемь окружностей, касающихся трех данных не имеющих общих точек А, В, С.
Предположим, что в одном пучке лежат две действительные биссектрисы и одна мнимая. Опять-таки, присвоим для удобства всем действительным биссектрисам индекс 1, а мнимым – 2. Пусть в одном пучке T1, H1, S2 тогда по (1) в одном пучке и T2, H2, S2; T2, H1, S1; T1, H2, S1. Мы видим, что в каждую композицию входят 3 или одна мнимая биссектриса, поэтому результат будет всегда получаться мнимым. Итак, мы нашли единственный случай, когда искомой О не существует. Теперь мы рассмотрим наглядно варианты построения О, касающихся трех окружностей А, В, С не имеющих общих точек.
1. Среди трех окружностей А, В, С одна разделяет две другие.
Рисунок 8.

(С разделяет окружности А и В).

в этом случае искомой О не существует. Из приведенных ранее рассуждений следует, что в случае такого расположения окружностей три действительные биссектрисы между А, В, С – не лежат в одном пучке.

2. Ни одна окружность из А, В, С – не разделяет двух других.

Рисунок 9.

(три окружности А, В, С и восемь касающихся их окружностей, ниже следует их описание).

В этом случае, как было доказано – существует 8 искомых окружностей, т.к. три действительные биссектрисы между окружностями – лежат в одном пучке. Эти восемь окружностей можно сгруппировать на пары окружностей, симметричных относительно I, окружности, ортогональной А, В, С: О1, О2; О3, О4; О5, О6; О7, О8. Заметим, что окружности в каждой паре одинаково расположены относительно А. В, С. О 1 и О2 – не разделяют окружности А, В, С; О3 и О4 – каждая разделяет А от В и С; О5 и О6 – разделяют В от А и С. О7 и О8 – разделяют С от А и В. Это свойство разделения можно вывести из того, что окружность, касающаяся двух данных и разделяющая их – ортогональна мнимой биссектрисе между ними. Поэтому, если все биссектрисы действительны – О1 и О2 не разделяют ни одной пары окружностей, а если только одна биссектриса действительна, то общая касающаяся окружность не разделяет ту пару, биссектриса между которыми действительна.
Теперь подсчитаем число искомых окружностей в случае, когда среди А, В и С есть пересекающиеся окружности. Пусть только В и С пересекаются, тогда Н1 и Н2 – обе действительные, Т1 и S1 – действительные , Т2 и S2 – обе мнимые. Пусть T1, S1, H1 – в одном пучке. Тогда T2, S2, H1 – в одном пучке, T1, S2, H2 – в одном пучке, T2, S1, H2 – в одном пучке.
В третьем и четвертом случае в композиции есть ровно одна мнимая биссектриса, поэтому сама композиция будет мнимой инверсией и не задаст никаких касающихся окружностей. в двух других случаях композиция будет действительна и всего мы получаем 2х2 окружностей, касающихся данных. Заметим, что как было показано ранее, при паре пересекающихся окружностей всегда есть вариант, что действительные биссектрисы лежат в одном пучке, поэтому другие комбинации нам рассматривать не надо. Пусть теперь кроме В и С пересекаются А и В. Значит – S1 и S2 – обе действительны, как и H1 и Н2. Т1 – пусть действительна, Т2 – мнимая. Пусть Т1, S1, Н1 – в одном пучке. Легко убедиться, что мнимая композиция получается только в двух вариантах: T2, S1, H2 и T2, S2, H1. Остальные две действительны и задают 2х2=4 искомых окружностей. Вариант, когда, T2, S1, H1 в одном пучке аналогичен предыдущему, отличаясь только нумерацией биссектрис  S и H, что не имеет значения, т.к. обе действительны.
Если же все три окружности А, В, С пересекаются между собой, то все биссектрисы между ними будут действительны и значит все композиции будут действительны и потому существует 8 вариантов расположения О, касающихся А, В, С. См. ст. 1.

Прежде, чем завершить рассмотрение задачи Аполлония, являющейся на мой взгляд отличным полигоном для идей и методов геометрии окружности, я восполню два пробела. Первый – я не рассматривал случаев, когда среди А, В и С есть касающиеся друг друга. В этом случае есть вариант, когда существует 6 окружностей, касающихся А, В, С. (и, как мы видели – когда всего две).
Второй – я не показал, что любое сочетание действительных и мнимых биссектрис, лежащих в одном пучке – возможно, т.е. что существуют А, В, С, для которых данные T, H, S будут биссектрисами.
Докажем, что каковы бы не были инверсии T, H, S, если T*H*S – снова инверсия, то существуют окружности А, В, С, такие, что T, H, S – биссектрисы между ними. Пусть T*H*S=F. Выберем какую-то окружность А, ортогональную F, F(A)=A. Пусть S(A)=B, H(B)=C. Т.к. F(A)=T(H(S(A)))=A по выбору А, то Т(С)=А. Мы нашли три окружности А, В, С такие, что произвольные, лежащие в одном пучке T, H, S – являются биссектрисами этих окружностей. что и требовалось.
Также напомню, что мы предполагали, что А, В, С – не лежат в одном пучке.
Статья 9.
Шесть замечательных точек геометрии окружностей. Угол между окружностями.

Краткое содержание статьи.
В статье открываются новые свойства шести точек пересечения трех ортогональных окружностей (или точек касания четырех взаимнокасающихся окружностей). Доказывается теорема, что с помощью нескольких композиций инверсий можно отобразить любые три данные точки в любые другие и изучаются свойства углов, образованных тремя пересекающимися окружностями.
Теорема об отображении трех точек.
В статье 6 было доказано, что если какое-то непрерывное отображение, сохраняющее окружности (т.е. переводящее точки, лежащие на одной окружности в точки, снова лежащие на одной окружности и наоборот) оставляет неподвижными три точки, то это – или инверсия или неподвижное движение. Сейчас мы докажем, что с помощью композиции инверсию любые три точки можно отобразить в любые другие. Сформулируем точнее
Пусть даны три точки А, В, С. Для любых трех точек F, E, D существует композиция инверсий f, такая, что f(A)=F, f(B)=E, f(C)=D. Доказательство будет состоять из двух этапов. сначала мы докажем, что три произвольные точки можно отобразить в три другие. при этом мы не обращаем внимания, в какую именно точку (из трех возможных) отобразится А, в какую В или С. Затем мы покажем, что с помощью композиции инверсий можно произвольно переставлять точки данной тройки. в совокупности эти два утверждения и дадут требуемое: мы отобразим А, В, С в F, E, D не заботясь о том в какие именно точки перейдут А, В, С, а потом – нужным образом переставим точки.
Докажем лемму:

Три взаимно касающиеся окружности S, T, H  с помощью композиций трех инверсий можно отобразить в любые три взаимно касающиеся окружности S1, T1, H1. Доказательство.
Пусть I1 – инверсия, отображающая S в S1, I1(S)=S1. I1 – одна из двух биссектрис между S и S1. Между I1(T) и T1  есть две биссектрисы. Выберем I2 ту из них, которая ортогональна S1=I1(S). Такая биссектриса существует, т.к. S1 касается Т1 и I1(T) (первое по условию, а второе т.к. S касается T, то их образы при инверсии относительно I1 – касаются друг друга). тогда I2(I1(T))=T1, I2(I1(S))=I2(S1)=S1. Т.е I2*I1 отображает две из трех существующих окружностей в те, которые мы хотели. Третья, Н, перешла в I2(I1(H)). Эта окружность касается I2(I1(S))=S1 и I2(I1(Т))=Т1 (т.к. Н касается S и Т). Этих двух окружностей, по условию, касается и Н1. Итак, S1 и Т1 касаются друг друга, Н1 и I2(I1(H)). Нам в первую очередь важно, что S1  и Т1 касаются Н1 и I2(I1(H)) – отсюда следует, что S1 и Т1 – ортогональны каким-то биссектрисам между Н1 и I2(I1(H)). Если они обе ортогональны одной и той же биссектрисе – обозначим ее I3 – то I3(I2(I1(H))=H1 а т.к. I3 – ортогональна S1 и Н1, то композиция инверсий W=I3*i2*i1 – и будет искомой: I3(I2(I1(H))=H1, I3(I2(I1(Т))=I3(T1)=T1, I3(I2(I1(S))= I3(I2(S1))=I3(S1)=S1. Что и требовалось.

Если же S1 и Т1 ортогональны разным биссектрисам между  Н1 и I2(I1(H)), то S1  и Т1 лежат в разных семействах касательных окружностей к Н1 и I2(I1(H)). Легко видеть, что это невозможно. что и требовалось.
Заметим, что это доказательство несложно обобщается не трехмерное и многомерное пространство – n взаимнокасающихся сфер композицией инверсий можно отобразить в любые другие n взаимнокасающихся сфер.

С помощью леммы докажем первую часть теоремы о трех точках. Проведем через три данные точки А, В, С три, касающиеся друг друга в этих точках окружности S, T, H. Мы всегда можем это сделать. проведем через произвольные точки F, E, D – касающиеся друг друга в этих точках окружности S1, Т1, Н1. Как доказано в лемме, существует композиция инверсий (обозначим ее W), отображающая окружности S, T, H в S1, T1, H1. Следовательно W отображает точки касания S, T, H между собой в точки касания S1, T1, H1 между собой. Тем самым W отображает А, В, С в F, E, D. Правда, мы не знаем какую точку в какую именно, неизвестно W(A)=F или W(A)=E или W(A)=D. Теперь докажем, что с помощью композиций инверсий мы можем как угодно переставить три точки. По сути это уже было сделано в ст. 3 в теореме о тройственной симметрии. Для произвольных трех точек X, Y, Z существуют инверсии, любую одну из них неподвижной и меняющие местами две других. Композицией таких инверсий можно как угодно переставлять три данные точки. что и требовалось.
Теперь тривиально доказать сформулированную теорему.

1. Отобразим с помощью описанного ранее W точки А, В, С в точки F, E, D.
2. Если W(A)=F, W(B)=E, W(C)=D, то W и будет искомым отображением. Если нет, то мы переставим нужным образом точки F, E, D (или А, В, С) и получим искомое отображение. Что и требовалось.

Композиции четного числа инверсий называются «собственными движениями» У них есть важные отличия от движений, осуществляемых нечетным числом инверсий. Например, каждая инверсия меняет ориентацию. поэтому собственные движения оставляют ориентацию неизменной (они меняют ее четное число раз, а минус на минус дает плюс), а все несобственные движения – меняют ориентацию на противоположную. Заметим, что композиция двух собственных движений – снова собственное движение и тождественное движение (когда ничего не меняется) – также собственное движение (в нем участвует ноль инверсий или одна и та же дважды – в любом случае – четное число инверсий). Отсюда следует, что собственные движения образуют подгруппу в группе всех движений геометрии окружности (см. ст. 5).

Мы доказали, что существует композиция инверсий W, такая, что W(A)=F, W(B)=E, W(C)=D, каковы бы не были точки  А, В, С, D, E, F. Докажем, что существует собственное движение, также отображающее также эти точки друг в друга. Если в W четное число инверсий, то W и будет искомым собственным движением. Если нечетное, то осуществим еще инверсию относительно окружности М, проходящую через F, E, D. M*W и будет искомым собственным движением, т.к W отобразит три точки нужным образом, а М – оставит их все на своих местах. M*W – собственное движение, т.к. если в W – нечетное число инверсий, то в М*W – четное (на единицу больше). Что и требовалось.
Теперь очень просто доказать теорему про однозначное задание собственного движения его действием на трех точках. Пусть даны три произвольные точки А, В, С  и три произвольные точки F, E, D. Всегда найдется собственное движение W, такое, что W(A)=D, W(B)=E, W(C)=F и если V – другое собственное движение, значения которого совпадают на точках А, В, С со значениями W, то W=V (эти движения совпадают на всех точках). Доказательство.

Существование такого собственного движения W мы только что доказали. Пусть существует еще одно собственное движение V, такое, что V(A)=D, V(B)=E, V(C)=F. Рассмотрим движение W-1*V. Это – тоже собственное движение. W-1*V(А)=W-1(D)=A, W-1*V(B)=W-1(E)=B, W-1*V(C)=W-1(F)=C. Итак W-1*V оставляет неподвижными точки А, В, С. Значит, по теореме о трех неподвижных точках (ст. 6) – оно или инверсия или тождественное движение. Т.к. W-1*V – собственное движение, то оно не может быть инверсией, следовательно W-1*V – неподвижна на всех точках то есть тождественное движение, W(X)=V(X) для всех точек Х. Что и требовалось.
Заметим, что если среди W или V есть несобственные движения, то их композиция может быть инверсией. 

Шесть замечательных точек.
Сейчас мы изучим шесть точек пересечения трех ортогональных окружностей. в том числе мы докажем, что это – те же самые точки, что и шесть точек касания четырех взаимнокасающихся окружностей, которые мы изучали в ст. 3.
Также в этом разделе мы будем подсчитывать углы между окружностями. Угол между окружностями X и Y я буду обозначать (<XY или, если обозначения окружностей состоят более чем из одной буквы – (<X1, Y1 (разделяя запятой обозначения окружностей).
Рисунок 1.

(Взаимно ортогональные окружности D1, D2, D3. Точки пересечения D3 и D2 – A, B; точки пересечения D1 и D3 – С, D; точки пересечения D1 и D2 – E, F. Окружность S, проходящая через точки А, Е, D (точки Е и D – лежат внутри D3 и D2, точка А – в пересечении всех трех окружностей)).

В статье 6 мы уже рассматривали окружности, построенные на точках пересечения трех данных окружностях. Рассмотрим какую-нибудь такую окружность, например S и определим ее углы с исходными D1, D2, D3. проведем какую-нибудь биссектрису I между D2 и D3. Т.к. D1 изогональна к D2 и D3 (и т.к. она ортогональна им обоим, те. и всем окружностям пучка), то I ортогональна D1. I(D1)=D1, I(D2)=D3. Поэтому (чем мы многократно пользовались в ст. 8) I отображает точки пересечения D1 с D2 в точки пересечения D1 с D3 (но не известно какую именно точку в какую). Если же J – другая биссектриса между D2 и D3, то она отображает эти точки единственно оставшимся способом.. Пусть, например, I(E)=D, тогда I(S)=S  и S – ортогональна I. Мы показали, что S ортогональна одной из биссектрис между D2 и D3, мы можем считать, что эта биссектриса обозначена I. Тогда угол между S и D2 равен углу между I(S) и I(D2) и равен углу между S и D3. Воспользуемся обозначением, введенным в начале раздела: (<S, D2=(<S, D3; (<S, D2+(<S, D3 = 90 градусов, следовательно (<S, D2=(<S, D3 = 45 градусов. (заметим, что (<D2, D3 – по определению прямой, поэтому нам не важно в основном или дополнительном угле (<D2, D3 проходит S. Обратим внимание, что хотя S и делит пополам угол между D2 и D3 – S не будет биссектрисой между ними, но касается одной из них.
Итак, мы вычислили угол между S и D2 и D3. совершенно аналогично показывается, что угол между S и D1 – тоже 45 градусов. Можно, например, рассмотреть биссектрису между D1 и D3, она оставит неподвижной точку D и поменяет местами точки А и Е. Рассмотрим теперь окружность Т, проходящую через А и С, F (две оставшиеся точки в пересечении D1 с D2 и D3). Точно такими же рассуждениями мы покажем, что она образует с D1, D2, D3 углы в 45 градусов. Но отсюда следует, что S касается T в точке А (нужно еще обратить внимание на взаимное расположение этих углов, или на то, что они касаются в А одной и той же биссектрисы между D2 и D3 и, значит – касаются между собой). Совершенно аналогично доказывается:

1. Любая из восьми возможных окружностей, построенных на точках пересечения D1, D2, D3 друг с другом образует с D1, D2, D3 углы в 45 градусов.
2. Если какие-то две из этих окружностей имеют только одну общую точку из числа шести точек пересечения (как S и Т имеют только одну общую точку А) – то они касаются в этой точке.

Возьмем окружность S и найдем три окружности, имеющие с ней по одной общей точке (из числа шести точек пересечения). S проходит через А, Е, D, Т – через А, С, F; Н – через F, D, B; К – через С, Е, В. Все эти четыре окружности и между собой имеют только по одной общей точке, и, по доказанному – касаются между собой. Оставшиеся 4 из восьми возможных окружностей также все касаются между собой, т.к. в этой четверке каждая окружность имеет с другой только по одной общей точке (из числа шести точек пересечения D1, D2, D3). 

Заметим еще, что три ортогональные окружности D1, D2, D3 определяют коммутирующую с ними инверсию W. Эта инверсия отображает первую четверку окружностей во вторую, каждую окружность – в непересекающуюся с ней. Например окружность, проходящую через А, Е, D в окружность, проходящую через С F, B.

Мы показали, что шесть точек пересечения ортогональных окружностей есть шесть точек касания четырех взаимнокасающихся окружностей. Но мы не показали обратное. Возможно ли, что какие-то шесть точек касания четырех взаимнокасающихся окружностей – не есть точки пересечения каких-то трех взаимно ортогональных окружностей? Нет. Сейчас будет доказано, что все возможные шестерки точек касания любых четырех окружностей – «одинаковы», т.е. с помощью композиции инверсий можно любую шестерку точек касания четырех окружностей отобразить в любую другую шестерку точек касания других четырех окружностей.

Доказательство тривиально. В первой части статьи мы доказали, что три взаимно касающиеся окружности можно отобразить в любые другие три взаимно касающиеся окружности. Тогда четвертая, касающаяся трех исходных – перейдет в касающуюся их образов при этой композиции. Существует две окружности, касающиеся трех взаимно касающихся. Они симметричны, относительно окружности, проходящей через три точки касания.. Поэтому мы, при необходимости добавив инверсию относительно этой окружности можем отобразить четверку взаимно касающихся окружностей в любую другую четверку таких окружностей, с помощью композиции инверсий. (Сначала отображаем три окружности в три, а потом, если нужно, добавляем инверсию относительно окружности, проходящей через точки касания). При этом отображении шесть точек касания перейдут в шесть точек касания. что и требовалось.

Отсюда следует, что все шестерки точек касания «одинаковы» (или изоморфны, см. ст. 3), т.е. если какое-то свойство геометрии окружности есть у одной шестерки, то оно есть и у другой. Т.к., как было доказано, 6 точек пересечения трех взаимноортогональных окружностей – точки касания четырех окружностей, то их можно отобразить в точки касания других четырех окружностей. При композиции инверсий три исходные ортогональные окружности перейдут в три другие ортогональные окружности, на пересечении которых и лежат точки касания второй четверки взаимнокасающихся окружностей. итак мы доказали обратное: 6 точек касания четырех взаимно касающихся окружностей обязательно лежат на пересечении трех взаимноортогональных окружностей. Мы могли бы доказать это и другими, менее «абстрактными» способами. Но стоит обратить внимание на сам ход этого доказательства).
Чтобы еще лучше разобраться в устройстве этих шести точек – проведем какую-нибудь инверсию с центром в одной из точек пересечения, например в А. При этой инверсии, окружности, пересекающиеся в А перейдут в перпендикулярные прямые, третья окружность – в окружность с центром в точке пересечения этих прямых, А точка А – в бесконечно удаленную точку.
Рисунок 2.
(Две перпендикулярные прямые, окружность с центром в их точке пересечения, окружности, проходящие через две точки пересечения окружности с прямыми и центр окружности, прямые, проходящие через точки пересечения окружности и исходных прямых).

Подсчет углов в трехокружнике.

Сначала мы подсчитаем углы, в уже известном нам случае, когда три окружности D1, D2, D3 – все ортогональны друг другу. Определим углы между окружностью S (проходящей через А, Е, D –три точки пересечения окружностей D1, D2, D3 между собой) и окружностями D1, D2, D3 (см. рис. 1) не используя понятие биссектриса. Заметим что из трех точек А, Е, D – каждая лежит внутри хотя бы одной исходной окружности (такая тройка точек из шести точек пересечения существует хотя бы потому, что D1, D2, D3 – римановы окружности). Тогда из рисунка 1 получим три уравнения, связывающие углы (<D1, D2; (<D2, D3; (<D1, D3;  и углы (<S, D1; (<S, D2; (<S, D3 между собой.
Рассмотрим пересечение окружностей  S, D2, D3 в точке А. Получим уравнение: (<S, D2 + (<D2, D3 + (<D3, S = 180 градусов. Теперь рассмотрим пересечение окружностей в точке Е. Получим уравнение: (<S, D2 + (<D2, D1 + (<S, D1 = 180 градусов. Наконец в точке D получим уравнение: (<S, D1 + (<D3, D1 + (<D3, S = 180 градусов. Т. к (<D1, D2=(<D3, D2=(<D1, D1 = 90 градусов, то получим систему уравнений:

(<S, D2 + (<S, D3 = 90

(<S, D2 + (<S, D1 = 90
(<S, D1 + (<S, D3 = 90

Решив ее, находим (<S, D1=(<S, D2=(<S, D3 = 45 градусов. аналогичные уравнения можно составить и на оставшиеся 7 окружностей, построенных на точках пересечения. Заметим, что составляя их мы считаем угол (<D1, D2 (или (<D3, D1 или (<D1, D3) c одной или другой стороны Т.к. этот угол прямой, то с какой стороны его не считай – его величина не изменится.

Теперь мы подсчитаем углы в случае произвольного Риманова трехокружника. Пусть D1, D2, D3 –три произвольные римановы окружности, т.е. каждая окружность разделяет точки пересечения двух других.

Рисунок 3.

(Три римановы окружности D1, D2, D3. Точки пересечения D1 и D2 – А и В, точки пересечения D2 и D3 – Е и F, точки пересечения D1 и D3 – C и Н. Окружность S, проходящая через E, B, H.)

В этом случае вся плоскость будет разделена на 8 частей. Каждую из этих частей можно охарактеризовать, указывая вне или внутри окружности D1, D2, D3 она лежит (это не верно для случая, когда из окружностей – прямая. Не ясно, где у прямой внутренность, а где – внешность. Но этим исключением можно пренебречь в данном случае.) Иначе говоря – каждая из восьми частей есть пересечение внутренностей или внешностей этих трех окружностей. Заметим, что всего возможно 8 таких пересечений: от каждой окружности можно взять для пересечения внутренность или внешность. Всего окружностей три, значит возможных комбинаций 2х2х2=8. И все из этих 8 гипотетически возможных случаев – реализуются на плоскости. Если бы мы, например, взяли бы четыре окружности, то существовало бы 16 возможных случаев. Но некоторые из них не были бы реализованы, т.к. соответствующее пересечение было бы пусто – в нем не было бы точек плоскости.

Вернемся к подсчету углов. Выберем среди этих восьми областей плоскости ту, которая лежит внутри всех окружностей и проведем окружность S через «вершины» этого трехдужника (ограничивающего область): E, H, B. Найдем углы S с D1, D2, D3. Для этого использует тот же метод, что и для рассмотренного ранее случая. В точках Е, Н, В – сходятся по три окружности и сходятся таким образом, что сумма углов между этими тремя окружностями равна 180 градусам.

(<D2, S + (<S, D3 + (<D2, D3 = 180 градусов (по точке Е, где пересекаются D2 и D3.
(<D2, S + (<S, D1 + (<D1, D2 = 180 градусов (по точке B, где пересекаются D2 и D1.
(<D1, S + (<S, D3 + (<D1, D3 = 180 градусов (по точке H, где пересекаются D1 и D3.
Т.к. мы считаем углы (<D1, D2; (<D2, D3; (<D3, D1 нам известными, то мы имеем три уравнения с тремя неизвестными: (<S, D1; (<S, D2; (<S, D3. Решим эту систему и получим:
(<S, D1= 90 +0.5* ((<D2, D3 – (<D3, D1 – (<D1, D2) 
(<S, D2= 90 +0.5* ((<D1, D3 – (<D2, D3 – (<D2, D1) 

(<S, D1= 90 +0.5* ((<D1, D2 – (<D1, D3 – (<D2, D3) 
Рассмотрим теперь остальные 7 окружностей (напомним, что вместе с S их восемь) построенных на точках пересечения D1, D2, D3. Как было показано в ст. 2 и 6 есть мнимая инверсия I, коммутирующая с D1, D2, D3.I – меняет местами точки пересечения любых двух окружностей между собой. В ст. 6 было доказано, что две сопряженные мнимой инверсией окружности не могут иметь общих точек между собой. Отсюда сразу следует, что окружность, проведенная через какие-то три точки пересечения D1, D2, D3 не может иметь общие точки с окружностью, проведенной через оставшиеся три точки (т.к. первая тройка точек сопряжена со второй мнимой инверсией I). Из этой сопряженности сразу следует и то, что D1, D2, D3 – изогональны к этим сопряженным окружностям. Также мы можем проследить, как переходят при мнимой инверсии I дуги окружностей D1, D2, D3. 
Вернемся к рассмотрению углов. Разберем теперь те углы окружностей D1, D2, D3 между собой, которые обращены внутрь восьми трехдужников. Вычисляя углы между S и D1, D2, D3 мы рассматривали те углы между D1, D2, D3, которые обращены внутрь трехдужника (пересечения внутренностей D1, D2, D3). Но мы можем рассматривать и дополнительные углы. Углом между D1 и D2 мы можем считать угол, лежащий внутри этого трехдужника, а можем и лежащий вне, равный 180 – (<D1, D2. И так для каждой пары окружностей. Поскольку всего пар три, то можно составить 2х2х2=8 комбинаций углов, выбирая то основной, то дополнительный угол (сейчас я не рассматриваю случай, когда среди этих углов есть прямой, равный своему дополнительному). с другой стороны – у нас есть 8 трехдужников. Напрашивается мысль, что каждый из этих трехдужников как раз и реализует одну из восьми возможных комбинаций углов. Но это не так!

На рис. 3 мы видим, что, например, трехдужник C, E, B отличается от трехдужника Е, В, Н – двумя углами. углы в точках Е и В изменились на дополнительные, а угол в точке Н равен углу в точке С (я рассматриваю углы, обращенный внутрь трехдужника). аналогично и с трехдужниками Е, А, Н и Н, В, F – сравнивая их с Е, В, Н мы видим, что два угла (при общей дуге) изменились, а третий – остался неизменным. Если же мы сравним сравним эти трехдужники, напр. Е, С, В и А, Е, Н – между собой, то увидим, что они отличаются на два угла. После мнимой инверсии относительно I четыре рассмотренных трехдужника перейдут в четыре сопряженные. И при этом углы в сопряженных трехдужниках будут одинаковы. Таким образом, фактически реализуется 4 комбинации углов. Как их найти. Можно воспользоваться методом, аналогичному тому, что мы рассмотрели, разбирая возможные комбинации биссектрис между тремя окружностями. (См. ст. 8)

Достаточно найти какую-то комбинацию основных и дополнительных углов, обращенных внутрь одного трехдужника. Заменив два угла на противоположные – мы снова получим набор углов, обращенных внутрь какого-то трехдужника. Четыре возможные комбинации исчерпывают все возможные случаи расположения углов.

Но почему возможно только 4 случая? Это связано с тем. что угол можно мыслить как совокупность точек. При этом пересечение внутренностей двух окружностей образует тот же угол, что и пересечение их внешностей. а пересечение внутренности одной с внешностью другой, тот же угол, что пересечение внешности первой с внутренностью второй. иначе говоря – один и тот же угол существует и вне и внутри окружности. При мнимой инверсии именно равенство этих углов и реализуется.
